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PREDMLUVA

Problematika automati a formalnich jazykd, o nichZ pojednava
tato kniha, patfi mezi nejdéle studované a nejpodrobnéji zpra-
cované discipliny tvofici obor matematické informatiky. Dosa-
Zené vysledky se uplatiiuji nejen pfi navrhu pocitach a ]e_uch
programového vybaveni, ale napf. i pfi studiu Zivych organismii
¢i ptirozenych jazyku.

Pii psani knihy jsem mél na mysli ¢tenafe, ktery chce teorii
automatt a formalnich jazykd porozumét do té miry, aby mohl
jeji vysledky a metody uZitetné aplikovat. Snazil jsem se vyjit
vstfic i tém &tenaftim, ktefi nejsou $kolenymi matematiky. Proto
jsou vSechny kapitoly déleny na dvé Casti, ¢ast zakladni a Cast
rozsitujici. '

Zakladni casti nikde neodkazuji na Casti rozSitujici. Je proto
moZné precist si z celé knihy pouze zakladni Casti, které tvofi
jakysi uvodni kurs. Pfi jejich psani mi pomahaly zkuSenosti
z prednasek v nékolika bézich postgradualniho kursu teoretické
kybernetiky na Matematicko-fyzikalni fakult¢ Karlovy univer-
zity, jejichZ poslucha¢i méli velmi riznorodé pfedbézné matema-
tické vzdélani. Matematicky formalismus v zakladnich Eastech je
zavadén zvolna a podrobné komentovan, zejména u mist, jejichz
pochopenti &ini podle mych zkuSenosti néematematikiim zprvu po-
tize. Pro profesionalni matematiky budou ov§em pfislusné partie
pon€kud zdlouhavé.

Rozsifujici ¢asti kapitol pfedpokladaji o néco vyssi matema-
tickou Groveii nebo pripravu ziskanou prostudovanim zakladnich
Casti knihy.

Celkovy rozsah knihy zhruba odpovida latce, kterou jsem po
nékolik let pfednasel poslucha¢lim oboru matematicka informa-
tika a teoreticka kybernetika na MFF KU. Zde je latka pong¢kud
modifikovana tak, aby se co nejméné ptekryvala s obsahem mo-
nografie Hopcrofta a Ullmana [20], jejiz slovensky pfeklad vysel
v r. 1978.



Obsah knihy je seskupen okolo dvou hlavnich témat — ko-
neénych automati a bezkontextovych jazyki. Obé témata mi
ptipadaji vhodna k ilustraci vystavby matematické teorie vedouci
k prakticky uziteénym vysledkim. V pfipadé konetnych auto-
matl jsou uvedeny teoreticky pomérné€ jednoduché postupy, které
umozituji vyrazné usnadnit navrh koneénych automatt. Casti
tykajici se bezkontextovych jazykt nabizeji ukazku vystavby slo-
Zit&j8iho teoretického aparatu, ktery umoZiiuje pochopit pod-
statu analyzy LL a LR jazykd, tzn. principti uZivanych v soudo-
bych ptekladacich programovacich jazyki.

Prvni z obou témat by mélo navic Ctenafi ukazat, jak nalézt
za matematickym formalismem duleZité a zajimavé myslenky,
které lze do jisté miry vyjadfit i neformaln€. Druhé téma je na-
opak voleno tak, aby ukazalo, Ze pokrocilejsi techniky je mozné
opftit pouze o precizni formalni vyjadfeni pivodnich nazornych
pojmui a tvah.

Vedle zminénych dvou témat jsou zafazeny i partie poskytu-
jicl 8ir8i pohled na pojednavanou tématiku. Jsou zpravidla pro-
birany volné&ji a zkratkovitéji.

Tuto knihu lze piecist, jak ob&tavé ukazali oba recenzenti,
doc. RNDr. Jiti Hofej§, CSc. a RNDr. Miron Tegze. Jsem jim
obéma vdéény za desitky rad a pfipominek, které mi umoznily
opravit celou fadu nedostatki. Pokud jsem nékde nedokazal
jejich cenné pomoci plné vyuZit, pfijde na to bohuZel asi sam
Ctenaf, aZ se mu néktera partie bude obtiZnégji Cist.

Pral bych si proto, aby kazdy z Etenaft byl pfi ¢teni nadan
aspoit malou ¢asti té trpé€livosti, kterou se 17non pfi psani této
knihy méla ma Zena Ludmila.
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PREHLED POUZITYCH POJMU

V dal§im vykladu budeme definovat fadu pojmi z teorie auto-
mati a gramatik, budeme v8ak pracovat také s pojmy, které tvoti
spoleény zaklad soudobych matematickych disciplin a s pojmy
z teorie grafi.

Mnoziny. Tohoto pojmu uZivime v b&Zném intuitivnim
smyslu. Mnoziny budeme zpravidla oznacovat velkymi pismeny.
Symbolem xe X znaCime, Ze x je prvkem mnoZiny X, x¢ X
oznaduje, ze x neni prokem X. Vztah inkluze mezi dvéma mnozi-
nami, oznadovany symbolem X < Y, znamena, Ze kazdy prvek
mnoZiny X je zaroveii prvkem mnoziny Y. Rikame také, 7e X je
podmnoZinou mnoziny Y. MnoZina X je vlastni podmnoZinou mno-
ziny Y (znaéime X < Y nebo X g Y), jestlize X = Y a zaroveii
X#£Y

Mnoziny budeme zpravidla zadavat vlastnosti, ktera charakte-
rizuje pravé viechny jeji prvky. Zadani mnoziny X jakoZto mno-
Ziny viech prvki, které spliiuji podminku P, miva tvar

X = {x; P(x)}.
Jako ptiklad si uvedme definici nékolika dileZitych operaci
nad mnoZzinami.
Sjednoceni
AU B = {x;x€e A nebo xeB},
prinik
AnB={x;xedaxeB},
rozdil

A—-B={x;xeAax¢B},



kartézsky soucin
A xB={xy);xeAdayeB}.

Sjednoceni dvou mnoZin 4 a B je tedy tvofeno pravé prvky,
které patfi bud do A, nebo do B, nebo do obou mnoZin zaroven,
kartézsky sou€in A x B téchto dvou mnoZin sestava praveé z téch
uspofadanych dvojic (x, ), jejichZ prvni prvek pati do 4 a druhy
do B atd.

Koneéné mnoZiny je moZné zadat vyctem prvkid. Napiiklad
zapis {a, b, c} oznatuje mnoZinu tvofenou pravé ttemi prvky a, b, c.
Prdzdnou mnoZinu budeme oznacovat symbolem . Budeme fikat,
Ze dv€ mnoZiny A, B jsou disjunktni, jestliZe nemaji spoleny
prvek, tzn. A n B = (. Potenéni mnoZinou #(A) mnoZiny A na-
zyvame mnoZinu vSech podmnoZin mnoZiny A, tzn.

P(4) = (B; B < 4}

Logické spojky, kvantifikatory. Pro zpiehlednéni kom-
plikovanéjgich vyroki budeme nékdy uZivat symbold V, &, =, <
oznadujicich logické spojky. Jestlize ¢ a { symbolizuji vyroky,
potom

konjunkce téchto dvou vyroki, symbolicky ¢ & WV, oznacuje vyrok,
ktery tika, Ze soucasné plati ¢ i,

disjunkce ¢ V { symbolizuje vyrok ,,¢ nebo ¥ (nebo oboji)“,
implikace @ =\ symbolizuje vyrok ,,z ¢ plyne y“ a

ekvivalence ¢ <>\ symbolizuje vyrok ,,¢ plati, pravé kdyz plati

Naptiklad formule
A=B<[AcB&Bc 4],

zachycuje jednoduchy, ale duilezity fakt, ¢ dvé mnoZiny se rov-
naji, pravé kdyZ jedna je soucasti druhé a naopak. (Tohoto faktu
budeme v dalSim textu Casto pouZzivat, budeme-li postaveni pied

ukol dokazat, ze dvé mnoZiny jsou si rovny. Zcela analogicky pti
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dtikazu, Ze dva vyroky jsou ekvivalentni, budeme vychazet z faktu,
Ze pro libovolné dva vyroky ¢, V je

o=Vl [le=V) &V =9)],

tzn. @ a Y jsou ekvivalentni, pravé kdyZ z ¢ plyne { a obraceng.)

Symbol V bude oznacovat obecny kvantifikdtor, symbol 3 kvanti-
fikdtor existencni. Zapis Vx¢ tedy symbolizuje vyrok ,,pro vsech-
na x plati ¢“, naproti tomu zapis Ix¢ symbolizuje vyrok ,existu-
je x, pro néZ plati ¢“. Napftiklad

XcYeVx(xeX=xeY),
X Ve [Vx(xeX=xeY)&Ix(xe Y&x¢X)].

Relace. Relaci mezi prvky mnoZiny A a prvky mnoZiny B
budeme nazyvat kazdou mnozinu R € 4 x B. Jak je vidét, vy-
chazime z pohledu, Ze relace R je urcena vSemi uspofadanymi
dvojicemi (x, y) takovymi, Ze x€ A, yeB a x je v relaci R s y.
Jestlize x je v relaci R s y, piSeme misto (x,y)eR Gast&ji xRy.

V ptipadé, ze R < A x A, tikame, Ze R je relaci na mnoZiné A.
Takova relace je navic
reflexivni, jestlize pro viechna x € 4 je xRx,
symetrickd, jestlize pro viechna x,y€ A je xRy <> yRx,
antisymetrickd, jestlize z xRy a yRx plyne x =y,
tranzitivni, jestlize z xRy a yRz plyne xRz.

Pro libovolnou relaci R na mnoZin€ A budeme reflexivnim
a tranzitivnim uzdvérem relace R nazyvat nejmensi reflexivni a tran-
zitivni relaci S na A4 takovou, ze R < S. Jinymi slovy, S vznikne
z R ptidanim pouze t&ch dvojic, které jsou nutné pro to, aby S
byla reflexivni a tranzitivni. Tuto relaci miZeme charakterizovat
také takto:

S=Ru{x,x);xed}u
U {(x, ¥); 3x45 - x, € A) [xRx, &
& x,Rx, & ... & x,Ry]} .

Relaci R na mnozin€ A budeme nazyvat ¢dste¢nym uspoFdddnim,
jestlize je tranzitivni a antisymetricka.
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Relace R na mnozin€ A je relaci ekvivalence, jestlize je refle-
xivni, symetrickd a tranzitivni. Pro relace ekvivalence budeme
vét§inou uZivat symbol ~ ¢&i =. Kazda relace ekvivalence ~
urcuje tzv. t¥idy ekvivalence. TFidu ekvivalence tvoii vzdy vSechny
spolu ekvivalentni prvky, tzn. mnoZina A’ je tftidou ekvivalence ~
na mnoziné A, jestlize

1. pro kazdé x,ye A" je x ~y a

2. jestliZe xe A" a x ~ y, potom ye A’

Tfidu ekvivalence ~ obsahujici prvek x znaGime [x]. nebo
jen [x], je-li z kontextu jasné, o kterou relaci ekvivalence se
jedna.

Jestlize A,,A,,..,A, jsou viechny tfidy ekvivalence ~ na
mnozin€é A, potom tyto tfidy tvofi rozklad A; tzn. kazdé dvé
riizné tfidy jsou disjunktni a v§echny dohromady pokryvaji 4, tj.

L (Vije{l,..n})[i #j= 4,0 4; = 0],
22.A,0A,U...UA4, = A
Mnozina viech tiid rozkladu {4,,..., A,} se nazyva podilovd

mnoZina mnoziny A podle ~ a zmadi se A/ ~.

Zobrazeni. Specialnim pfipadem relace je zobrazeni. Zobra-
zeni z mnozZiny A do mnoziny B je kaZda relace F < A x B
takova, Ze pro kazdé xe A existuje nejvySe jedno ye B tak, Ze
xFy. Misto xFy byva v pfipadé zobrazeni zvykem psat F(x) = y.
Prvek y pak nazyvame hodnotou F v bodé x nebo obrazem prvku x
pfi zobrazeni F. Obracené, prvek x se nazyva vzor prvku y
pfi zobrazeni F. SkuteCnost, Ze F je zobrazeni z mnoZiny A do
mnoziny B, zachycujeme symbolem F: A — B.

Chceme-li zdiraznit, e pro néktera xe A4 nemusi byt F(x)
definovano (tzn. pro zadné ye B neni xFy), mluvime o F jako
o parcidlnim zobrazeni. Pokud je pro kazdé x € A definovano F(x),
tikame, Ze F je totdlni zobrazeni. Zobrazeni F: A - B takové,
ze pro kazdé dva rizné prvky x, y z 4 je F(x) # F(y), se nazyva
prosté. Jestlize je navic zobrazenim na B, tj. pro kazdé yeB
existuje x € A tak, Ze F(x) = y, nazyva se F bijekce.

Symbolem id , budeme oznaCovat identické zobrazeni

id,:A— A,

12



tj. zobrazeni takove, Ze
id(x) = x
pro kazdé xe A.

Grafy. V Casti tykajici se formalnich jazykti budeme uZivat
n&kolik zakladnich pojmi z teorie grafd. (Orientovanym) grafem
budeme nazyvat dvojici (V, H), kde V je koneén4 neprazdni mno-
Zina (mnoZina vrcholi) a H = V x V (mnoZina hran). O hran&
(u, v) € H pak tikame, Ze vychdzi z vrcholu u a vchdzi do vrcholu v.
Konetna posloupnost hran (u,,v,), (4,, v,), .. (4, v,) se nazyva
cesta délky n z u, do v, jestlize v, =u,,, pro i=1,...,n— 1.

Graf (V, H) nazyvame stromem, jestlize

1. existuje praveé jeden vrchol, do n€éhoz nevchazi Zddna hrana
(takovy vrchol se nazyva kofen stromu) a

2. pro kazdy vrchol v rizny od kofene existuje pravé jedna
cesta z kofene do v.

Kazdy strom samoziejmé obsahuje vrcholy, z nichZ nevychazi
7adna hrana. Takové vrcholy nazyvame listy stromu. Ostatni
vrcholy nazyvame vnitinimi vrcholy. Vysku stromu definujeme
jako délku nejdelsi cesty z kofene do nékterého listu. Vysku tri-
vidlniho stromu tvofeného jedinym vrcholem pokladame za rovnou
nule.

13



1 KONECNE AUTOMATY
A JAZYKY ROZPOZNATELNE
KONECNYMI AUTOMATY

ZAKLADNIi CAST

1.1. Kone¢né automaty a jejich reprezentace

Piedmétem zAjmu teorie koneCnych automatt je kazdy systém,
u kterého miZeme vymezit konecné mnoho stavli, do nichZ se
muze dostat, a koneéné mnoho druhi vn&jSich podnétd piisobi-
cich zmény stavi. Pfitom je podstatné, aby stav systému a vné&jsi
podnét vidy dohromady jednozna¢né€ urovaly nasledujici stav.
Od fyzikalni povahy systému, jeho geometrické struktury apod.
zcela abstrahujme.

Pro ilustraci uvedme tfi velmi jednoduché piiklady takovych
systémi.

Piiklad 1.1.1. Méjme krabiku se Ctvercovym dnem o hrané
délky d a v ni tti kostky o hranach délky d|2 (viz obr. 1; prazdny
prostor je vyrafovan).

Obr. 1

Omezime-li se na situace, kdy jsou kostky umistény v rozich
krabi¢ky, dostavame pouze Ctyfi navzajem rizné stavy, tak jak
jsou zachyceny na obr. 2. Pfechazet z jednoho stavu do druhého
je moZné posunem nékteré kostky na volny Etverec. V kaZzdém
ze stavii lze posunout pravé jednu kostku horizontalnim nebo
vertikalnim smérem. Ozna¢me horizontalni posun pismenem h
a vertikalni pismenem v. Pfechody mezi stavy oznaCenymi na
obr. 2 pismeny a, b, c, d jsou zndzormény obr. 3.

15



Sipky oznadené pismenem h oznaduji zmény stavii zpiisobené
horizontalnimi posuny, §ipky v odpovidaji vertikalnim posuntim.
Uroveii abstrakce, se kterou je vychozi systém zachycen na obr. 3,
je pro teorii automatd charakteristicka.

7
7 ,

a) b o a)
Obr. 2

Piiklad 1.1.2. Obrazek 4 pfedstavuje jednoduchy sekvenéni
obvod. M, a M, jsou dv€ paméti, z nichZ kazda mlZe uchovavat
bud hodnotu 0, nebo 1. Paméti pracuji v diskrétni asové Skale.
V kazdém Casovém okamZiku vystupuje obsah paméti na vystu-
pech oy, 0, a jsou do nich ukladany symboly ze vstupt i, a i,.

Ve
\

Obr. 3 Obr. 4

Vystupy o,, 0, jsou pfivadény do hradla realizujiciho logickou
disjunkci a vystup tohoto hradla je pfipojen na vstup i,. To zna-
mena, ze do paméti M, vstupuje jedniCka pravé tehdy, jestlize
ji v pfedchozim okamzZiku obsahovala alespoii jedna z obou pa-
méti. Na vstup i; se v kaZzdém okamZiku privadi jedna ze vstup-
nich hodnot, tzn. 0 nebo 1.

Vstupnimi symboly tohoto automatu tedy budou symboly 0
a 1 a celé zafizeni se miZe dostavat do ¢ty riznych stavid podle
toho, jaky je stav paméti M; a M,. Tyto stavy je moZno cha-
rakterizovat dvojicemi 00, 01, 10, 11. Prvni symbol ve dvojici za-
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chycuje obsah paméti M, druhy symbol obsah paméti M,. Pte-
chody mezi stavy automatu, zplisobené vstupnimi hodnotami 0
a 1, lze znazornit diagramem na obr. 5.

'Ca> @’

1\ g 71 Ta
— GO or.s

V obou pfikladech bylo nalezeni kone¢né mnoziny stavi jed-
noduchou a viceméné jednoznacnou zaleZitosti. UkaZeme si proto
nyni, jak i v komplikovanych a nekonecnych systémech 1ze nékdy
nalézt strukturu odpovidajici kone¢nému automatu. Kromé toho
se bude nasledujici pfiklad na rozdil od pfedchozich vyznacovat
naprostou nezavislosti na konkrétni realizaci.

Piiklad 1.1.3. Zkoumejme systém psani slov sloZzenych ze sym-
bola a, b. Elementarnim stavem tohoto systému je vzdy néjaka
konena posloupnost (slovo) ze symbold a, b a dvéma vn&jsimi
podnéty meénicimi stav systému je pfipisovani symbold a ¢i b
zprava. Viech moznych konecnych posloupnosti symbold a, b je
nekonecné mnoho, a proto i elementarnich stavii tohoto systé-
mu je nekonecné mnoho. Presto lze rozdélit vSechny uvaZované
posloupnosti do nékolika disjunktnich tf¥id tak, Ze pii tomto
hrubsim pohledu se cely systém bude jevit jako konecny auto-
mat. Uvedme jedno z moznych rozdéleni na tfidy:

A obsahuje vechny posloupnosti kondici na aab,

B obsahuje viechny posloupnosti koncici na aa,

C obsahuje viechny posloupnosti konéici na a a nepattici do B
(tzn. patfi sem posloupnosti kongici na ba a jednoclenna po-
sloupnost a),

D obsahuje vSechny posloupnosti nepattici do A U Bu C.

Je vidét, Ze libovolna posloupnost patfici do tfidy A po pfi-
psani symbolu a zprava pfejde do C, zatimco po pfipsani b kazda
takova posloupnost pfejde do D. Podobné libovolna posloupnost
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z tfidy B zlistane po pfipsani symbolu a opét v B, zatimco pfi-
psani b ji pfevede do 4. Analogicky pro tfidy C a D, jak to zna-

zorfiuje obr. 6.
b
/
b

a
Cs
a
¢
Uvedeny rozklad mnoZiny posloupnosti na ¢tyfi tiidy je jen
jednou z nekonecné mnoha moZnosti, jak na uvedeny systém
pohliZet jako na koneény automat. Zkuste si sami nacrtnout po-
dobny diagram jako je na obr. 6, napf. pro rozklad na pouhé
dvé tfidy, z nichZ jedna obsahuje pravé ty posloupnosti, které
obsahuji sudy pocet vyskytd symbolu a a druha pravé posloup-
nosti s lichym poétem vyskytd a.
K charakteristikAm konetného automatu, které jsme nefor-
malné vyslovili v Gvodu, pfistupuje je$t€ urceni jednoho stavu
jako pocatecniho a mnoZiny koncovych stavii.

A

lb
D
\)b Obr. 6

Definice 1.1.4. Konecnym automatem nazyvame kazdou pétici
o =(0,Z,8,q, F), kde Q je konetna neprazdni mnozina (mno-
Zina stavii, stavovy prostor), X je konefnd neprazdnid mnoZina
(mnozina vstupnich symbolii, vstupni abeceda), & je zobrazeni
Q x X — Q (pfechodovd funkce), q,€Q (podtecni stav, inicidlni
stav), F = Q (cilovd mnoZina, mnozina koncovych stavi).

Kone¢ny automat lze specifikovat zadanim vSech péti para-
metrd, které jej urCuji.

Priklad 1.1.5. Jisty konetny automat &/ = (Q, X, 4, q,, F) je
zadan vyétem stavdt Q = {q,,4,,4,, 95}, Vstupnich symboli
Y = {0,1}, hodnotami pfechodové funkce pro jednotlivé argu-
menty

5(‘10, 0) =d{qy» 5(qu 1) =43,
5(‘11’0) =4, oays 1) = g5,
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89,0 =q,, 49 1) = g5,
5(‘13’ 0) =4y, 5(‘133 1) =43,
specifikovanim pocatecniho stavu g, a cilové mnoziny F = {q,,q,}.

Lepsi pfedstavé o struktufe koneéného automatu napomaha
vhodna graficka reprezentace automatu. V dal§im textu budeme
pouZivat tfi typy reprezentace kone¢ného automatu. Budeme je
nyni ilustrovat na automatu z pfedchoziho pfikladu.

Koneény automat miZeme reprezentovat tabulkou, ktera v pfi-
padé automatu z pf. 1.1.5 vypada takto:

0 1

— 4o 90 q;
“-q, q, a3
“4q; 4, q3

q; 'R ds

Tabulka udava pfechodovou funkci 4 automatu, pocateéni stav
je v ni oznaCen — (Sipkou mifici na symbol stavu), koncové
stavy « (Sipkou mifici ze symbolu stavu) a v pfipadg, ze poca-
tecni stav lezi v cilové mnoZing, je oznaden <.

Dal$im typem reprezentace je stavovy diagram (obr. 7):

Vrcholy stavového diagramu odpovidaji staviim automatu,
hrany oznaCuji mozné pfechody mezi stavy a jsou ohodnoceny
pfisluSnymi vstupnimi symboly. Obdobné¢ jako v tabulce jsou po-
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CateCni stav, resp. koncové stavy oznaceny neohodnocenymi §ip-
kami do stavu vchazejicimi, resp. z n&¢ho vychazejicimi. (AZ na
oznadeni vyznaénych stavi jsou tedy obr. 5 a 6 stavové diagramy.)

Nakonec uvedeme reprezentaci stavovym stromem (obr. 8):

Ve stavovém stromu z kazdého vrcholu, ktery neni listem, vy-
chazi prave tolik hran, kolik je symbolti vstupni abecedy. Koten
stromu je ohodnocen pocatecnim stavem. Naslednici kazdého
vrcholu jsou ohodnoceni v souladu s pfechodovou funkci. Jestlize
se néjaky stav objevi jako ohodnoceni n€kolika vrchold, stadi,
kdyz hrany vychazeji jen z jednoho z téchto vrcholi. Koncové
stavy jsou vyznaCeny stejn€ jako v pfedchozich ptipadech, po-
Catelni stav neni tfeba vyznacovat,

Stavovym stromem je moZné reprezentovat pouze automaty,
u nichZ je kaZzdy stav dosazZitelny z pocatecniho stavu. Pochopi-
telné nic podstatného neztracime, jestlize se omezime pouze na
takové automaty (podrobnéji viz lemma 1.5.3).

Stavovy diagram dostaneme ze stavového stromu tak, Ze zto-
toZnime vrcholy ohodnocené stejnym stavem a vyznacime poca-
tecni stav.

Ka7da z uvedenych reprezentaci automatu umoziiuje snadno
zjistit, jakd bude reakce automatu na libovolnou posloupnost
vstupnich symbold. :

Tak automat z pf. 1.1.5 reaguje na posloupnost symboli
010010 tak, Ze se z pocateCniho stavu g, dostane postupné do
stavll 4, 45, 45> 44> 93> 4,- Uvedena posloupnost tedy pievede
automat ze stavu g, do stavu g,. Posloupnosti s touto vlastnosti
je zfejm€ nekonecné mnoho. Pfi pozorng€j§im prozkoumani auto-
matu zjistime,. Ze jsou to pravé vSechny posloupnosti obsahujici
alespoii jednu jedni¢ku a koncici nulou. V dal§im vykladu bude
sttedem na8i pozornosti pravé moznost charakterizovat mnoZiny
(i nekone¢né) vstupnich posloupnosti pomoci konetnych auto-
matd.

Vstupni posloupnosti Ize interpretovat riznymi zpisoby. Nej-
vice se nabizi moZnost chapat kaZdou posloupnost vstupnich
symbolii jako sled obrazi jist¢ probihajici udalosti tak, jak je
zachycena ,Cidly* automatu. N&které udalosti pfevedou automat
z pocatecniho stavu do koncového stavu. Pokud by automat po-
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pisoval kontrolni zafizeni, pak by skutecnost, Ze se dostal do kon-
cového stavu, mohla napfiklad znamenat, Ze zaznamenal kombi-
naci vstupnich symbolii signalizujicich poruchu.

Jind moZnost je chapat posloupnosti vstupnich symbola jako
fetéz symboli v jisté abecedé, ¢ili jako jakési véty. Tuto pied-
stavu budeme formalizovat v nasledujicim ¢lanku.

1.2 Jazyky rozpoznatelné konenymi automaty
Definice 1.2.1. Je-li Z libovolna kone¢na mnozina (abeceda), pak
Z* oznacuje mnoZinu viech koneénych neprazdnych posloup-
nosti utvofenych z prvki mnoziny X, e oznacuje prazdnou po-
sloupnost a definujeme Z* = X* U {e}. '

Posloupnost a,, ..., a,€ Z* budeme zapisovat a, ... a,. Kazdou
takovou posloupnost nazyvame Fetézem nebo slovem v abecedé X,
e nazyvame prdzdnym slovem. '

O =* mluvime jako o mnoZiné viech Fetézti nad abecedou X,
o 2% jako o mnoZiné neprdzdnych ¥etézii nad X.

JestliZe u=a,...a, a v=>b,...b,€2* pak fet€z w =
=a,...ab,...b, nazveme zFetézenim slov u a v. Specialng
eu = ue = u. Symbol u" bude oznaCovat n-ndsobné zietézeni
slova u, tzn. u' = u, u*> = uu, u'*! = v'u. Délku Fetézu u budeme
znadit |u|, tj. la,...a,| =n (a,€X) a |e| = 0.

Definice 1.2.2. Je-li 2 kone¢na abeceda a L < X*, pak L na-
zyvame jazykem nad abecedou X.
na, jazykem nad kone¢nou abecedou. Retézy tohoto jazyka jsou
viechny spravné utvofené Ceské véty. Do pfisluiné konecné abe-
cedy patfi kromé vSech symboll Ceské abecedy jeSté vSechna
interpunkéni znaménka a mezera. Jinym typem objekti, které je
uzitetné zkoumat aparatem formalnich jazyki, jsou programo-
vaci jazyky. Tak napf. fetézem patficim do formalniho jazyka
Pascal je kazdy syntakticky spravny program v tomto jazyce.

Dohodnéme se nyni na zplsobu, jakym bude kaZdy koneiny
automat reprezentovat jisty jazyk.

Definice 1.2.3. Pfechodovou funkci 6: Q@ x £ — Q konecného
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v’

automatu &/ = (Q, %, 8, o, F) roziifime na zobecnénou pFecho-
dovou funkci 6*: Q x X* — Q takto:

1. 6*(g, e) = q pro kazdé qeQ,

2. 6*(q, wa) = 8(6*(q, w), @) pro kazdé qeQ, we X* aeZX.*)

Jazykem rozpozndvanym koneCnym automatem sf pak nazve-
me jazyk

L(o) = {w; we Z* & 6*(qo, W)€ F} .

Rikame, e fetéz we Z* je pFijimdn automatem sf, pravé kdyz
we L().

Definice 1.2.4. Existuje-li koneCny automat .« takovy, Ze jazyk
L = L(o/), tikame, Ze jazyk L je rozpoznatelny koneinym auto-
matem.

Symbolem % budeme oznaovat mnoZinu viech jazykd roz-

poznatelnych kone€nym automatem.
Uvedme si dva pfiklady jazykt pattficich do &#.

Priklad 1.2.5. Jazyky
L, = {we{0,1}*; w zatina i kon¢i stejnym symbolem, |w| = 2},
L, = {we{a, b}*; w kon¢i fetézem abba}

jsou rozpoznavané koneénymi automaty, které jsou znazornéné
na obr. 9a), b).

-
7
- —
N

OO0

0 1
a) Obr. 9

*) Funkce 6* je rozsifenim funkce . Nedojde proto k vaznéj§imu ne-

dorozuméni, jestlize v dalSim textu budeme obg tyto funkce oznaCovat spole¢nym
symbolem J. :
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Tento priklad naznaduje zplisob, jakym lze ovéfit urdity vztah
mezi dvéma omezenymi Useky daného Fetézu, a zpiisob, jak oveéfit,
zda zkoumany fetéz obsahuje dany podfetéz. Vhodnymi kom-
binacemi (se kterymi se seznamime v kap. 2) obou téchto zplisobt
lze zkonstruovat automaty schopné napi. kontrolovat syntaktic-
kou spravnost programii v jednoduchych programovacich jazy-
cich asi na drovni jazykt symbolickych adres.

Existuji oviem i pomérné jednoduché jazyky, u kterych na
prvni pohled vznikad pochybnost, zda jsou kone¢nymi automaty
rozpoznatelné. Prikladem je jazyk

{01";n = 0},

tj. jazyk, jehoz fetézy jsou tvofeny libovolné dlouhym usekem
sloZzenym ze samych nul nasledovanym tGsekem ze stejného poctu
jednicek. Neni zfejmé, jak by si mél konetny automat po pie-
¢teni nul ,,zapamatovat“ jejich pocet, aby jej mohl porovnat
s po¢tem jedniCek. A skuteCné tento jazyk neni kone¢nym auto-
matem rozpoznatelny. S jednoduchym a elegantnim zplsobem,
jak to dokazat, se seznamime v nasledujicim ¢lanku.

1.3. Nerodova véta

Véta, kterou v tomto ¢lanku dokazeme, se nejcast&ji uziva pri
dikazech, Ze n&jaky jazyk neni rozpoznatelny konetnym auto-
matem.

Definice 1.3.1. BudiZz X kone¢na abeceda a ~ relace ekviva-
lence na X*, Relace ~ se nazyva pravou kongruenci, jestlize pro
viechna u,v, we X* ze vztahu u ~ v plyne, Ze uw ~ vw.

Definice 1.3.2. O relaci ekvivalence ~ rla mnoziné M fikame,
Ze je konecného indexu, jestlize rozklad M|~ ma koneny pocet
tiid.

Véta 1.3.3 (Nerodova). Necht L je jazyk nad konecnou abece-
dou Z. Pak L je rozpoznatelny koneCnym automatem, pravé kdyz
existuje pravd kongruence konetného indexu takovd, Ze L je sjed-
nocenim jistych t¥id rozkladu Z*|~.
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Diukaz. 1. Necht L je jazyk rozpoznatelny koneénym auto-
matem «/ = (Q, X, 5, q,, F). Definujme relaci ekvivalence ~ pted-

pisem

u~v <>y 8(qe u) = 6(go, v) pro libovolna u, ve Z*.

Relace ~ je zfejmé kone¢ného indexu, nebof pocet tfid ekvi-
valence je nejvyse roven poétu stavii automatu .o (pfesn&ji —
je roven poétu stavi, do kterych je moZné prejit z pocateéniho
stavu g, na zakladé n&jaké vstupni posloupnosti). Relace ~ je
také pravou kongruenci, nebot’ z 6(qq, u) = 6(qo, v) plyne, Ze pro

libovolné we Z* platl 6((;e 5(q vw). Protoze
Vi ( 4 (f.,,u /4
we é(qo,w eF} U {w; 8(go, w) = 4},
qeF

je L sjednocenim jistych tfid rozkladu X*/~.
2. Necht relace ~ je prava kongruence konecneho indexu na

2* a nechf existuji tfidy rozkladu c,;..,c,eZ */ takové, Zze L
je jejich sjednocenim, tj.

n
L=cucu..uc=Uc.

Dohodnéme se, Ze tfidu rozkladu 2*/~ obsahujici slovo u bu-
deme oznadovat [u]. Pak definujme automat

=(Q,2,8,q0 F)

takto:

Q =X*~, qy=[e], F ={c,.nc,}
a ¢’ je zadana pfedpisem
(*) O'([w],a) = [wa] pro kazdé weZ* aeZX.
Je tieba se jeSté presvédcCit, Ze automat je definovan korektné.
Podezieni vzbuzuje definice pfechodové funkce &', ktera se opira
o urceni tfidy ekvivalence pomoci reprezentanta. Kdyby bylo
moZné najit slova u a v takova, Zze 8([u], a) # &'([v], a) pro ng-

jaké aeZ, [u] = [v], potom by hodnota funkce &'([u], a) zavi-
sela na volbé reprezentanta t¥idy ekvivalence a ptedpis () by
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nebyl korektni definici funkce. Tato potiz ale nemlZe nastat,
protoZe ~ je pravou kongruendi. Jestlize totiz [u] = [v], zna-
mena to, ze u ~ v, a tedy pro kazdé ae X je také ua ~ va, tj.
[ua] = [va]. Proto také &([u],a) = &([v],a). To znamena, Ze
o' je korektng definovany automat. &/’ je konecny automat,
protoze X*/~ je podle predpokladu konetna mnoZina (~ je
kone¢ného indexu).
Zbyva ovétit, Ze automat /' rozpoznava jazyk L:
weL<weé, Vwee, V...Vwec <
<[w]l=c, V[w]=c V..V[w]=c<
< d(el.w) =c1 V &([e]w) =
=c, V..V &([e]w)=c,<=
< '(qy, w)eF'.
Obé konstrukce pouZité v dikazu ozfejmime na pfikladech.

Pfiklad 1.3.4. Vratme se k automatu z pf. 1.1.5 (viz obr. 7).
Tomuto automatu odpovida prava kongruence dana rozkladem
Z* na tyto tiidy:

To = {w; (o, W) = 4o}

ttida slov neobsahujicich Zadnou jednicku (sem patii i prazdné
slovo);

T, = {w; (g0, W) = ¢,}

tfida slov obsahujicich alespoii jednu jednicku a koncicich na
nulu;

T, = {w; 8(do, W) = 4,}

ttida slov obsahujicich jedinou jednitku, ktera je zarovei posled-
nim symbolem slova;

T, = {w; 8(do, W) = 45}

tfida slov kon¢icich na jedni¢ku a obsahujicich alespoit dvé jed-
nicky.

Jazyk rozpoznavany automatem je pak sjednocenim tfid T,
aT,.
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Piiklad 1.3.5. Vyjdéme z rozkladu mnoZiny {a, b}* na ttidy A,
B, C, D popsaném v pf. 1.1.3. Pozorovani z tohoto pfikladu
vedou k zavéru, Ze uvedeny rozklad odpovida pravé kongruenci
kone¢ného indexu. Jestlize definujeme jazyk L jako sjednoceni
tfid 4 a C, potom tento jazyk je rozpoznavan automatem, jehoZ
piechodova funkce je znazornéna na obr. 6, koncové stavy jsou
A, C a pocatecni stav je D (tfida D obsahuje prazdné slovo).

Typické pouziti véty 1.3.3 ukazuji nasledujici dva priklady.

Piiklad 1.3.6. Jazyk L = {0"1";n 2 1} neni rozpoznatelny ko-
neCnym automatem.

Diukaz. Provedeme ditkaz sporem. Piedpokladejme, Ze L je
rozpoznatelny koneénym automatem. V tom pfipad€ musi existo-
vat prava kongruence ~ na {0, 1}* koneéného indexu takova,
Ze L je sjednocenim jistych tiid z {0, 1}*/~. Necht {0, 1}*/~
obsahuje n, tfid. Potom alespoii dv€ z n, + 1 slov

0,00,0% 0% ..., 0%°*!

lezi ve stejné tfidé. Jinymi slovy, 0' ~ O/ pro né&jaka i, j takova,
Ze1 2i<j=n,+ 1. K obéma t€mto slovim pfipiSeme zprava
stejné slovo 1. Protoze ~ je prava kongruence, dostivame
0’1" ~ 0/1. L je podle pfedpokladu sjednocenim jistych tfid roz-
kladu, coZ znamena, ze kazda tfida rozkladu bud cela lezi v L,
nebo cela lezi vné L. Jelikoz 0'1' € L, mélo by také 0’1 lezet v L.
Podle definice tohoto jazyka je ale 0/1° ¢ L, coZ je ve sporu s pred-
pokladem, Ze L je rozpoznatelny kone¢nym automatem.

Piiklad 1.3.7. Jazyk L= {a”;n = 0} neni rozpoznatelny ko-
neCnym automatem.

Diukaz opét provedeme sporem. Pfedpokladame existenci pfi-
sluiné pravé kongruence ~ o k tfidach ekvivalence, takové, ze
L je sjednocenim jistych jejich tfid. Potom alespoii dvé€ ze slov

K2

2 2
a ,ak +l’. k2 +k

cnd
lezi ve stejné tfidé ekvivalence, tj.

AT g
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pro a&jaka i, j takova, Ze
0Zi<j=k.

Tedy také

k2+i 2k—j+1

24 .
a a ~ak +Ja2k ]+1.

Pfitom ale

k24 2k=j+ 1 J2+2k+1 _ e+ 12 o

a =a

zatimco
K<k®+i+2k—j+1<(k+10,
a proto

24 .
ak +i+2k—j+1 ¢L

Struktura dikazd v pf. 1.3.6 a 1.3.7 je stejna. LiSi se pouze
volbou fetézl, které slouzi jako vychodisko k odvozeni sporu.
Nalezeni takového fetézu se zpravidla opira o intuitivni nahled,
Ze zkoumany jazyk ma vlastnost, k jejimuZ postiZeni je kone¢na
pamét automatu nedostatena. Tak v prvnim prikladu se nabizi
postieh, Ze automat nebude schopen zapamatovat si u dostatecné
dlouhych slov pocet symbolii 0 v prvni poloviné slova, aby jej
mohl porovnat s poctem symbold 1 ve druhé poloviné. Jinak
feceno, pro dostateCné velké n nebude automat schopen vzajemné
rozliSit vSechna slova tvaru 0,02, 0% ..., 0". Timto zpiisobem se
dojde k posloupnosti pouzité v prvnim pfikladu. Druhy dikaz
vychazi z postfehu, Ze rozdil mezi k* a (k + 1)% ktery je roven
2k + 1, se s rostoucim k neomezené zvétSuje.

Uvedené pouziti Nerodovy véty, i kdyZ nejCasté;jsi, neni jediné.
Jinou jeji zajimavou aplikaci ukazeme v €l. 2.5.

1.4. Kritéria pro navrh koneéného automatu
Definice 1.4.1. Dva koneéné automaty o/, # se nazyvaji ekviva-
lentni, jestlize rozpoznavaji tentyZ jazyk, tzn. L(<f) = L(%).

Ke kazdému kone¢nému automatu existuje nekonecné mnoho

dalgich s nim ekvivalentnich automatt. To je vidét napf. z toho,
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7e ke kazdému automatu lze pfidat libovolny pocet zbytenych,
z pocate¢niho stavu nedosazitelnych stavi.

Problém najit k danému jazyku koneCny automat, ktery by
jej rozpoznaval, tedy bud vibec nema teSeni, anebo ma neko-
necné mnoho riznych feSeni. Pfi vybéru jednoho z téchto feSeni
se zpravidla explicitné ¢i implicitné fidime uréitym kritériem.
Vétsinou pfevlada jedno ze dvou zékladnich kritérii.

Prvnim z nich je pozadavek, aby navrzeny automat byl co
moZna nejmensi, tj. aby mél co mozna nejmensi pocet stavi.
Cim mensi je totiz podet stavii automatu, tim mensi pamét stadi
pro jeho technickou realizaci. Podrobnéji se touto otazkou bu-
deme zabyvat v ¢l. 1.6.

Druhym kritériem je piehlednost a jasnost navrhu umoziujici
snadno ovéfit jeho spravnost.

Obg¢ kritéria jsou ¢asto v rozporu. ZmenSeni automatu obvykle
dosahneme za cenu, Ze se jeho struktura stane nepiehledné;si.

Ve 2. kapitole, kde se budeme podrobnéji vénovat metodam
navrhu kone¢énych automatli, budeme vyrazn€ preferovat krité-
rium pfehlednosti a jednoduchosti navrhu. Tento pfistup pod-
poruje mj. i existence tzv. algoritmu redukce, kterému je vénovan
¢l. 1.5. Tento algoritmus umoZiiuje snadno piejit od libovolného
kone¢ného automatu navrZzeného k rozpoznavani urcitého jazyka
k viibec nejmenSimu moZnému konecnému automatu rozpozna-
vajicimu tentyZ jazyk. Z toho diivodu nebyva nutné vénovat kri-
tériu minimality pfiliSnou pozornost jiz ve stadiu navrhu auto-
matu.

ROZSIRUJICI CAST
1.5. Redukce koneéného automatu

Definice 1.1.4 kone¢ného automatu pfipousti existenci stavl, do
nichZ se nelze dostat z pocate€niho stavu na zakladé zadné vstupni
posloupnosti.

Definice 1.5.1. Stav q konetného automatu .« = (Q, Z, 8, 4,, F)
se nazyva dosaZitelny, jestlize existuje slovo we X* takové, zZe
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5(go» w) = g. Stavy, které nejsou dosazitelné, se nazyvaji nedosa-
Zitelné.

Priklad 1.5.2. V automatu na obr. 10 jsou stavy q,, q,, g, do-
sazitelné a stav g, je nedosaZitelny.

O _ o

*io..__

N

- 4¢3 _-> gz == Obr. 10

Zjistit dosazitelné stavy automatu je snadny tkol. Na zadatku
oznacime pocatecni stav a dale postupné znaCime vsechny stavy,
do kterych je moZné se dostat z nékterého jiz oznaCeného stavu
v jediném kroku (tzn. stavy, do nichZ ve stavovém diagramu vede
z n&kterého jiz oznageného stavu orientovana hrana). Proceduru
zakonéime v okamziku, kdy uZ nelze oznalit Zadny dalii stav.
Oznacené stavy jsou pak pravé viechny dosaZitelné stavy.

Odstranénim nedosazitelnych stavii dostaneme automat ekvi-
valentni s ptivodnim automatem.

Lemma 1.5.3. Necht o =(Q,Z%,9,q,, F) je koneény automat
a necht P = Q je mnoZina dosaZitelnych stavii automatu sf. Potom
automat & = (P,Z,0,,q,, F N P), kde 8, je parcializaci pFecho-
dové junkce na P x X, je automat ekvwalentm s & a neobsahuje
nedosazitelné stavy.

Diukaz. Je zfejmé, Ze stavy, kterymi automat projde, neZ se
dostane do n&€jakého dosazitelného stavu, jsou opét vechny do-
sazitelné. Proto plati, Ze
(%) (g0, ) = 6,(do»w) pro kazdé weZ*.

Mnozina koncovych stavi, do kterych se o/ miZze dostat z po-
Cateéniho stavu, je zfejm€ rovna mnoZiné F n P. Pro vSechna
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we Z* je proto d(qg, w)e F <> 8 (qo, w) € F N P, tzn. L(/) = L(4B).
Ze vztahu (x) také plyne, Ze¢ # neobsahuje nedosaZitelné stavy.

V kaZdém automatu je dano zakladni rozliSeni stavii na kon-
cové a ostatni stavy. Dale potom nekdy lze dva stavy rozlisit
pomoci fet€zu vstupnich symbold, ktery jeden z nich pievede do
cilové mnozZiny, zatimco druhy stav pfevede vné této mnoZiny.
Stavy, které takto nelze rozliSit Zadnym slovem, se nazyvaji ekvi-
valentni.

Definice 1.5.4. Necht &/ = (Q, Z,J, go, F) je konetny automat
a p, g€ Q. Rekneme, Ze stavy p, q jsou ekvivalentni, symbolicky
p ~ q, jestlize pro kazdé we XZ* je

5(p, w)e F <> (g, w)e F .

Relace ~ z pfedchozi definice je zfejmé relaci ekvivalence na Q.
UkaZeme jednoduchy zptisob, jak pro libovolné dva stavy roz-
hodnout, zda jsou ekvivalentni.

Definice 1.5.5. Pro kazdy kone¢ny automat o = (Q, 2,4, 4., F)
definujme posloupnost relaci 2«, 2, 2, ... na mnoziné Q takto:

p 2 gy peF<qelF,
tj. oba stavy zaroven leZi nebo zaroven nelezi v F,

p~ q==2p Fqa pro viechna aeX je
&(p, a) 2 dg,a), i=1.

Je uZite¢né si uvédomit, Ze p ~ g, pravé kdyz libovolné slovo
délky nepfesahujici i pfevede automat ze stavi p, g bud v obou
piipadech do koncového, nebo v obou pfipadech do nekonco-
vého stavu.

Lemma 1.5.6. Necht o/ = (Q,Z,6,q,, F) je konecny automat.
Potom plati tato tvrzeni:

1. Ka2da z relaci L, i =0, je relaci ekvivalence na mnoZiné
stavit Q. Oznaéme R, = Q‘/i, rozklad Q podle ~.
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2. Pro kazdé i 2 0 je R, , zjemnénim rozkladu R,, tzn. pro libo-
volnd p, qeQ z pl+~l q plyne p L q.

3. Jakmile pro néjaké i = 0 je R; = R, ,, potomtuké R, = R, ,
pro libovolné t = 1.

4. Jestlize |Q| = n, potom existuje k < n — 1 takové, %e R, =
= Ryyy- X

5. Pro kazdé k takové, (e R, = Ry ., je relace ~ totoind s re-

laci ~, tzn. pro libovolnd p, g€ Q je p X q<=p~aq.

Diukaz. Tvrzeni 1 a 2 plynou pfimo z definice 1.5.5.
3. Z definice 1.5.5 a pfedpokladu R; = R,,, plyne, Ze

i+1 i , . . .
P ~ q<>p ~ q azarovei pro viechna ae X je
[4(p, a) L g, a)] < p "'q aprokazdé aex je

[8(p,a) "X (¢, @)] = p'~ q.

Dokéazali jsme tedy, Ze pro viechna i 2 0 z R, = R;,, plyne
R;,, = R;,,. Matematickou indukci lze snadno dokazat, Ze
z R, =R,,, plyne R, = R, pro libovolné ¢t > 1.

4. Pocet tfid v rozkladu R; oznalime n,. Jestlize R, R, ..., R,
jsou navzajem rizné, pak 1 <n, <n, <..<n <n Z toho
plyne, Ze k < n — 1. Existuje tedy k < n — 1 takové, ze n, =
=m, . . R, =Ry, .

5. Jak jsme poznamenali, z definice 1.5.5 se snadno indukci
odvodi, Ze pro libovolné i 20 a libovolné stavy p, geQ je
p ~ g, pravé kdy? pro kazdé slovo weZ* délky nejvyse i je
8(p, w)e F <> 6(q, w) e F. Z toho uz je vid&t, Ze libovolné stavy p,
q jsou ekvivalentni, pravé kdyz p + q pro viechna i. Jestlize
nyni R, = R, ,, potom na zéklad¢€ tvrzeni 3 a 2 dostavame, Ze
pro libovolné stavy p, q je p £ q, pravé kdyz p L q pro viechna

i 2 0. To znamena, 7¢ p £ q, pravé kdyZ p ~ q.

Algoritmus 1.5.7. Rozklad mnoZiny stavli Q na ~ -tfidy.
Necht & = (Q, X, 4, ., F) je konetny automat. Budeme uZivat
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znageni z pfedchoziho lemmatu a definice. Rozklad Q/~ se
sestroji témito kroky:

1. Sestroji se rozklad R,; i:==0.
2. Sestroji se R,, , a provede se pfifazeni i:==i + I.

3. Jestlize R; # R;_,, opakuje se operace 2, jinak se pokracuje
operaci 4.

4. Jako vysledny rozklad se oznaci R,.

Piiklad 1.5.8. Sestrojme rozklad Q/~ pro automat .o/ zadany

tabulkou R oo
a ,;/ b |

1) (E 3
2072, 4 |V

<37 3 5 |i/
4> 2 7 Vv ,

«5]l6 3|/

«— 6 6 6 / =
717 4 \/ (
8 | 2 3
919 4

!

LA NE] o

Proberme podrobné konstrukci rozklada R,;.

Rozklad R,: mnoZina stav Q se rozpada do dvou tfid. Jednu
z nich tvofi koncové, druhou ostatni stavy. Oznaéme R, -tfidy
fimskymi ¢islicemi I a II a pro kaZzdou R-tfidu sestavme ta-
bulku, ze které vyplyne, do které R,-tfidy jsou stavy jednotlivymi
symboly pfevadény.

Rozklad R, na tfidy:

= {:’i‘?j_2’4’ 7,8,9}, Il = {3,5,6}.
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P I'f!v S , Pt jﬁ:«,,(&" KF(,/

Tabulky: i{r’\ .’ E , )

a b a b

1|1 3 |unou Z\

2 I I 5 II II "

4 I I II II

7 1 I

8 I 11 .

9 1 I

Rozklad R, bude zjemnénim R,. Podle definice 1.5.5 budou
ve stejné tfidé rozkladu R, leZet stavy, které jsou ze stejné
R,-tfidy stejnym vstupnim symbolem pfevedeny vzdy do stejné
R, -ttidy.

Ve stejné tfidé rozkladu R, budou lezet ty prvky, kterym od-
povidaji v tabulce stejné fadky.

Rozklad R, na ttidy:

1={1,8), II =;’f2)'4, 7,9}, Il = {3,5,6}.

Tabulky:
a b a b
11 111 2 11 11
8 II 111 4 II 11
7 11 II
9 I I1
a b
III 111
5 111 111
111 111
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Rozklad R, na tfidy:
(1,8}, {2,4,7,9}, {3,5,6} .
Tedy R, = R,, a proto Q/~ = R,. (Viz téz obr. 11.)

Obr. 11

Poznamka 1.5.9. Algoritmu 1.5.7 lze vyuZit naptiklad i pfi hle-
dani nejkratSiho slova, které rozlisi dva neekvwalentm stavy.
Jestlize totiz pro n&jaké stavy p, g je p ~ q a neni p ~ q, bude
mit minimalni rozliujici slovo délku i + 1. Navic v tabulkach,
jakych jsme pouZivali v pfedchozim ptikladu, lze okamZité vy-
hledat n&jaky symbol a, takovy, ze &(q,a,) = q, a &(p,a,) = p,
pro n&jaké stavy p,, g, takové, Ze neni p, ~ q,, ale je p, '~ q,.
Podobné Ize pro stavy p,, g, vy€ist symbol a, takovy, Ze d(p,, a,) =
= p,, 6(q,, a,) = q, a stavy p,, g, jsou rozlisitelné pravé slovem
délky i — 1. Takto postupné ziskame rozliSujici slovo a,a, ... q;, ,
pro stavy p a q.

Vysledku prace algoritmu 1.5.7 nad libovolnym kone¢nym
automatem &/ je mozné vyuzit ke konstrukci automatu ekviva-
lentniho s &/, jehoZ Zadné dva stavy nejsou ekvivalentni.

Definice 1.5.10. Necht{ o/ = (Q,Z,4,q,, F) je konetny auto-
mat a ~ ekvivalence definovana v 1.54. Definujme podilovy
automat o/ [~ automatu o/ podle ekvivalence ~ takto:

A~ =~ 2,3.,[q) {la];ae F}),
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kde
d.([q]. a) = [4(g. a)]

pro kazdé qeQ, aeZ.
([] oznatuje tfidu rozkladu Q/~ obsahujici q.)

Poznamka 1.5.11. Definice 1.5.10 je korektni, protoze pro libo-
volné stavy p, ge Q takové, Ze [p] = [q], je také [d(g,a)] =
= [8(p, a)] pro kazdé¢ ae X, takze urleni hodnoty 6([q], a) ne-
zavisi na volbé reprezentanta g tfidy [q].

Piiklad 1.5.12. Vratme se k pf. 1.5.8 a ozna¢me jednotlivé
ttidy rozkladu Q/~ takto:

R={1,8}, S=1{2,4,7,9}, T={356}.

Potom automat /|~ je dan tabulkou

a b

- R S T
S
«T T T

%)
%]

Lemma 1.5.13. Necht of je konecny automat a ~ ekvivalence
na jeho stavovém prostoru definovand v 1.5.4. Potom podilovy auto-
mat o/ [~ je ekvivalentni automatu o/ a kromé toho Zddné dva stavy
automatu sf |~ nejsou vzdjemné ekvivalentni. Jestlize navic auto-
mat o/ neobsahuje nedosaZitelné stavy, potom ani automat of |~
neobsahuje nedosaZitelné stavy.

Dikaz. Budiz o/ =(Q,Z,4,q,,F) konetny automat, w =
=da,...a, libovolné slovo, n 20, a go,...,q, posloupnost
stavl, do nichZ se o/ postupné dostane pfi vypoc¢tu nad slovem w,
tzn. q; = &(qo, a; ... a;). Potom se automat /[~ b&hem vypodtu
nad w postupné dostava do stavi [qo],...,[4.]- Stav g, je kon-
covym stavem automatu ., pravé kdyz [g,] je koncovym stavem
automatu /[ ~. Proto we L(«/), pravé kdyZz we L(</~). Tedy
skutecng L(<f) = L(sZ|~).
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DokaZme druhé tvrzeni lemmatu. Jestlize stav [p] je ekviva-
lentni stavu [g], znamena to, Ze

o-([plw)eF.<d_([q]w)eF.

pro kazdé weZ*,
To podle definice automatu /[~ znamena, Ze pro libovolné
welZ* je

[6(p,w)] e F. < [6(q, w)] e F. .

Stadi si uvédomit, Zze kazdy stav ekvivalentni s koncovym stavem
musi byt také koncovy, abychom pro kazdé we Z* méli

5(p, w)e F <> d(q, w)eF,

tzn. p ~ q.

Tim jsme dokazali, ze z [p] ~ [q] plyne, Ze [p] = [q]. Po-
sledni tvrzeni lemmatu je ziejmé, protoze jakmile je v &/ dosa-
zitelny stav g, potom v /[~ je dosaZitelny stav [q].

Odstranéni nedosazitelnych stavii a pfechod k podilovému
automatu jsou dva kroky postacujici k tzv. redukci automatu.

Definice 1.5.14. Automat o nazveme redukovanym, jestlize
1. nema nedosazitelné stavy a

2. 7adné dva jeho riizné stavy nejsou ekvivalentni.

Definice 1.5.15. Automat # nazveme reduktem automatu s,
jestlize

1. & je ekvivalentni s &/ a

2. & je redukovany.

Véta 1.5.16. Ke kaZdému konecnému automatu lze sestrojit né-
jaky jeho redukt.

Dukaz. Jestlize z libovolného konecného automatu odstra-
nime nedosaZitelné stavy a z takto vzniklého automatu &/, vytvo-

fime podilovy automat &/,/~, potom je podle 1.53 a 1.5.13
automat .o/ [~ reduktem .

Poznamka 1.5.17. Ponechame na ¢tenafi, aby sam promyslel,
ze také prechod k podilovému automatu s naslednym odstra-
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ncnim nedosazitelnych stavii vede k reduktu vychoziho auto-
matu.

UkaZeme jeSté, ze redukt automatu je urCen jednoznacné az
na ,,pojmenovani stavi“.

Definice 1.5.18. Necht

A, = (Ql’z’él’ql’Fl)
a

o, = (Qz’ 2,0,,4,, Fz)

jsou dva konené automaty. Pak zobrazeni h: Q, — Q, nazve-
me automatovym homomorfismem, pravé kdyz plati:

I hg,) =g,
2. h(d,(g, a)) = 6,(h(g), a) pro kazdé qeQ,, aeZ,
3. qeF, < h(g)e F, pro kazdé gqeQ,.

Jestlize h je navic vzijemn& jednozna¢né zobrazeni Q, na Q,,
potom se h nazyva automatovy izomorfismus. Automaty ./,
a ./, jsou pak izomorfni.

Véty 1.5.19. KazZdé dva ekvivalentni redukované automaty jsou
izomorfni.

Dikaz. Necht

A, = (sza‘quvFl), oA, = (Qz’ 2,0, 4, Fz)

jsou dva ekvivalentni redukované automaty. Sestrojime vzajemné
jednoznacné zobrazeni h: Q, — Q, a ukaZeme, Ze je to automa-
tovy homomorfismus.

a) definice h: ukaZzme, Ze ke kazdému stavu ge @, existuje
pravé jeden stav pe Q, takovy, Ze

(*) 5,(g.w)eF, <> 6,(p,w)e F, prokazdé weZ*.
Ze takovy stav p existuje nejvyse jeden, je ziejmé. Kdyby totiz

existovaly dva rizné takové stavy p,, p,, pak by z (*) plynulo,
Ze p, ~ p,, coz je spor s pifedpokladem, Ze </, je redukovany.
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Zvolime-li stav g € Q, libovolng, je jisté, Ze existuje ue Z* tak,
7e q = 6,(q,, u), protoZe stav q je dosaZitelny. Definujeme-li nyni
p = 6,(q,, u), je (x) ekvivalentni tvrzeni, Ze

8,(q,,uw)e F, < 8,(q,, uw)eF,

pro kazdé we 2*.

Toto tvrzeni oviem plati, protoze &/, &/, jsou podle piedpo-
kladu ekvivalentni. PoloZime-li tedy pro kazdé¢ qeQ, a peQ,,
h(q) = p, pravé kdyZ q a p spliuji (), potom h je korektn& de--
finované zobrazeni 9, do Q,.

b) h je vzijemné jednoznatné zobrazeni: stavy g a p maji v (%)
symetrické postaveni. Proto podle a) ke kazdému p e Q, existuje
pravé jeden stav qeQ, tak, Ze plati (x). Z tohoto divodu je h
vzajemné jednozna¢né zobrazeni.

¢) h je homomorfismus:

1. Z (*) a z pfedpokladu, Ze o/, a o/, jsou ekvivalentni auto-
maty, plyne, Ze h(g,) = q,.

2. Pro kazdé qeQ, existuje ueZ* tak, ze 8,(q,,u) = q. Pro
libovolné aeX pak plati h(,(q,a)) = hJ,(q,, ua)). Podle kon-
strukce h pak h(5,(q,, ua)) = 6,(q,, ua). Tedy

h(3,(a, a)) = 3,(9,(g,, u), a).

Jelikoz v8ak

52(q2s u) = h(él(ql’ u)) = h(‘]),

dostavame, Ze

h(o,(q, a)) = 8,(k(q), a).

3. Z (%) a definice h dostavame specialné pro w = e: ge F, <>
<> h(q)e F, pro libovolné g e Q,. Zobrazeni h je tedy homomor-
fismus.

Disledek 1.5.20. Jestlize o je libovolny konecny automat a </ ,,
&, jeho libovolné redukty, potom o/, a o, jsou izomorfni.

Poznamka 1.5.21. Rozhodnuti odhlizet od konkrétni povahy
stavi automatu, které jsme na zacatku prijali, znamena, Ze z hle-
diska vlastnosti, kterymi se zabyvame, nelze rozlisit dva izomorfni
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automaty. Proto je pfirozené, Ze redukt automatu mize byt uréen
nejvySe az na izomorfismus, tzn. vlastné az na pojmenovani stavi.
Libovali v pojmenovani stavil 1ze vyloucit pfevedenim automati
do tzv. normovaného tvaru.

Kone¢ny automat o =(Q,Z,0,q, F) bez nedosaZitelnych
stavh se pievede do normovaného tvaru procedurou, kterou nyni
popiseme. VSechny automaty s abecedou X se pievadéji do nor-
movaného tvaru v zavislosti na ur€itém pfedem daném linearnim
uspofadani mnoziny X = {a,,....a,}.

Vysledkem normaliza¢ni procedury je jista tabulka automatu
izomorfniho s o/. Pfi konstrukci tabulky postupujeme takto:

Jestlize |Q| = n, bude mnoZinou stavil nového automatu mno-
zina {1,2,..,n}.

Konstruovana tabulka bude mit tento tvar:

a, a, ... a

K tomu, abychom ji vyplnili, sta¢i urCit vzajemné jednoznac-
nou korespondenci h: {1,...,n} —» Q. Pfitom postupujeme timto
zplisobem:

L. (1) = 4 go-

2. Tabulku vypliiujeme po fadcich smérem shora dold a kazdy
fadek zleva doprava. Ptedpokladejme, Ze jiz mame vyplnén urcity
pocatecni usek tabulky a mame stanoveno ptifazeni h(1),..., h(i)
pro né&jaké i < n. Pokratujeme ve vypliiovani tabulky (podle
prechodové funkce automatu &) tak dlouho, dokud nenarazime
na nutnost zanést do tabulky stav odpovidajici stavu g, ktery se
jesté nevyskytuje mezi h(1),..,h(i). V tom ptipad® poloZime
h(i + 1) = q a na pfisluiné misto zaneseme i + 1. Po vypIn&ni
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celé tabulky vyznacime v levém sloupci pocateéni stav, tj. 1,
a koncove stavy.

Priklad 1.5.22. Normovany tvar automatu daného tab. 1 je pfi
uspofadani a < b dan tab. 2 a pii uspofadani b < « tab. 3:

a b a b
O A | B A el 23 n1)=B 1
1B | D c| <24 1! W=D~
2 c|l a4 b 30 4 _zih(3)=c_':
QAep | 4o B4 401 4 =ar
/
Tab. | Tab. 2
b a //
{
o1 |2 3| W)=B
203 4| W)=cC
3|1 4| n3)=>D
414 1| ne)=4
Tab. 3

Zz povsimnuti stoji, Ze pti pouziti popsaného postupu na auto-
mat obsahujici nedosazitelné stavy se tabulka jednoznaéné za-
pliiuje az do okamziku, kdy jsou vyerpany vSechny dosazitelné
stavy. Zakon¢ime-li proces v tomto okamZiku, dostavame normo-
vany tvar automatu vzniklého z vychoziho automatu odstrang-
nim nedosazitelnych stavil. Lze tedy normalizaci automatu spojit
s odstranénim nedosazitelnych stav. Tak také budeme postu-
povat v nasledujicim ptikladu.

Piiklad 1.5.23. Ovéfeni ekvivalence automatu. Zjistime,
zda automaty &, &, zadané nasledujicimi tabulkami jsou ekvi-
valentni.
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q, q, q3
q; q; q;
q; q; q,
<4, de R
qs 4s q,

“4ge 94 q;
9, q4 4o

b a

A4, A | G H
B A B

C D E

D B D

E D C

F E F

H G A

Z véty 1.5.19 plyne, ze &, &, jsou ekvivalentni, pravé kdyz se
normované tvary jejich reduktli rovnaji.

Jelikoz budeme pievadét redukt do normovaného tvaru, je vy-
hodngjsi vyuzit obraceného postupu zminéného v poznamce
1.5.17 a nejprve provést slouceni ekvivalentnich stavi.

Pii konstrukci /,/~ algoritmem 1.5.7 postupné dostavame
tyto rozklady (ovéite):

RO: {q07 944> qe}, {ql’ d3,43,9s, ‘17} .
R;: {‘10» q4> qs}’ {ql’qZ’ qs, ‘15}’ {‘17}‘
R,: {qo’ 94 ‘16}’ {ql’q3’ ‘15}9 {‘12}’ {‘17}-
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Ry {do 94} {96} {91 95} (9535 142}, {94} -

Ryt {do} {du{a6)s 101 {as) {95 {92} (a4} -

Zadné dva stavy automatu s, tedy nejsou ekvivalentni. Zbyva
uz jen odstranit nedosaZitelné stavy a vznikly automat pievést
do normovaného tvaru. Oba ukoly lze provést zarovei, jak jsme
uZz upozornili. Vysledkem je automat

a b
1 1 2 h(1) = g,
2 2 3 h(2) = g4
3 3 4 h(3) = q,
4 4 5 h(4) = q,
5 5 6 h(5) = q,
6 6 1 h(6) = q,

Zkonstruujme o/, ~

Ry: {A4,B,C,D,E F,H},{G}.
: (AHL(BCD.EF)(G).
.. {4, H},{B},{C,D,E,F},{G}.

A, H},{B},{C,E, F},{D},{G}.

w

R
R
R,: {

R,: {AH},{B),{C.E},{F}, (D}, {G}.
R: {A,H}, (B}, {C.E},{F},{D}.{G}.

R, = Ry, to znamen4, Ze R, je rovno rozkladu stavového pro-
storu automatu &/, podle ekvivalence ~. Automat &/,/~ po-
piSeme touto tabulkou, ve které je kazda ~ -tfida oznaCena ng-
kterym svym reprezentantem:
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S
<

A G A
B A B
C D C
F. | C F
D B D

Pti pfevadéni do normovaného tvaru je téeba dbat, aby symboly
vstupni abecedy byly v tabulce stejné uspotadany, jako v prvnim
pfipadé. Pak dostaneme tuto tabulku:

a b
o1 1 2 h(1) = G
2 2 3 h2)=F
3 3 4 h(3)=C
4 4 5 h(4) = D
515 6| h5\=B
6|6 1 [the)=4

V obou ptipadech jsme dostali stejny normovany tvar reduktu.
Automaty o/, a &/, jsou tedy ekvivalentni.

Poznamka 1.5.24. Z véty 1.5.19 vyplyva, Ze mezi vSemi auto-
maty ekvivalentnimi s danym automatem md kazdy jeho redukt nej-
mensi pocet stavil.

Dutkaz. Béhem redukce automatu se nezvétSuje pocet stavil.
Kdyby tedy k néjakému automatu &/, existoval s nim ekviva-
lentni automat o/ ,, ktery by mél mensi pocet stavi neZ redukt /"
automatu &/ ,, mél by redukt /% automatu </, méné stavi nez
o/". To ale nemlZe nastat, protoze z ekvivalence &/, a </, plyne,
7¢ /Y je izomorfni s /%, a tedy oba maji stejny pocet stavi.
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1.6. Realizace kone¢nych automati

Jedno mozZné pouziti teorie automatid, na které ukazovaly naSe
dosavadni uvahy, spociva v analyze skutecné existujicich systé-
mi. Pfi tomto typu uloh se nejprve ziskd automat jakoZto
abstraktni obraz studovaného systému a v dalsi fazi se pomoci
prostiedki teorie automatl zkoumaji vlastnosti tohoto systému.

Neméng dileZitou je obracena uloha — syntéza. Pfi ni se nej-
prve navrhne automat feSici ur€itou ulohu. Tato faze kon¢i u re-
prezentace automatu tabulkou, grafem apod. Reprezentace auto-
matu pak slouzi jako plan, podle n€hoz je sestrojovan skuteény
systém pozadovanych vlastnosti. Zacnéme jednoduchym piikla-
dem.

Priklad 1.6.1. Mame sestrojit zafizeni schopné zji§tovat v po-
sloupnostech symboli a, b, zda obsahuji lichy pocet symbold b.
Je snadné navrhnout automat feSici tuto Glohu (obr. 12).

Jl_(t)) g(tf'r)
@
b )
anﬂ <—b_¢1®a #
/ \ L7
Obr. 12 Obr. 13

Budeme kodovat symbol a hodnotou 0 a symbol b hodnotou 1,

stav g, hodnotou 0

stav g, hodnotou 1.

Pfechodova funkce automatu z obr. 12 je potom dana tabulkou,
ktera odpovida binarni funkci @ — sCitani mod 2. Automat lze
realizovat podle schématu z obr. 13. Na tomto schématu je kromé
bloku realizujiciho funkci @ jesté blok realizujici zpozdéni sig-
nalu o ¢asovou jednotku 7. Na zakladé vstupniho symbolu a stavu
v Case t je vytvofena hodnota odpovidajici nasledujicimu stavu.
Tato hodnota je zpozdéna o 7, aby se v ¢ase t + 7 spolu s dal§im
vstupnim signalem dostala na vstup bloku realizujiciho @.
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Tim je v hrubych rysech nacrtnut problém syntézy. Proberme
nyni tuto problematiku o néco podrobnéji. Pfejdeme od ulohy
syntézy kone¢ného automatu k uloze syntézy koneCného sek-
ven¢niho stroje, coz je uloha o néco obecnéjsi.

Definice 1.6.2. Koneénym Mooreovym sekvenénim strojem bu-
deme rozumét kazdou pétici & = (Q, Z, 4, 5, p), kde Q, %, 4 jsou
po fadé konecné neprazdné mnoZiny stavil, vstupnich a vystup-
nich symbold, 5 je zobrazeni Q x ¥ — Q (pfechodova funkce)
a u je zobrazeni Q — A4 (znackovaci funkce).

Jak je z definice vidét, disponuje Mooreiv stroj vystupem, takze
na posloupnost symbold vstupni abecedy X postupné reaguje po-
sloupnosti symbolt vystupni abecedy 4. Takovy vystup pocho-
piteln€ umoziiuje suplovat roli koncovych stavii. Misto mnoziny
F < Q lze totiz zavést znackovaci funkci pu: Q — {0, 1} pfedpisem

1, jestlize ge F,
Ha) =Y et
0, jestlize q¢ F .

Jsme-li schopni feSit problém syntézy Mooreova stroje, je tim
také feSen problém syntézy kone¢ného automatu, nebof reali-
zaci konecného automatu mizeme nahradit realizaci odpovidaji-
ciho Mooreova stroje. Diky tomu, Ze vystupni abeceda muze
obsahovat vice nez dva symboly, je znatkovaci funkce obecné
siln€j§im prostfedkem neZ vymezeni mnoZiny koncovych stavi.

Ucinme jest€ jeden zobectivjici krok.

Definice 1.6.3. Konecnym Mealyho sekveninim strojem rozumi-
me kaZzdou pétici &4 = (Q, X, 4,8,4), kde Q, X, 4 jsou po fadé
konecné neprazdné mnoziny stavi, vstupnich a vystupnich sym-
bold, d je zobrazeni Q x X — Q (ptechodova funkce) a A je zobra-
zeni Q x T — A (vystupni funkce).

Na rozdil od Mooreova stroje je u Mealyho stroje vystup urcen
nejenom stavem, ale i vstupnim symbolem Opét je ziejmé, Ze
Mealyho stroj je obecngj$im prostredkem neZ stroj Mooredv,
protoze znakovaci funkci p: Q — 4 lze napt. nahradit vystupni
funkci A: Q x ¥ — 4 definovanou predpisem A(g, x) = p(q) pro
vicchna xe 2, qeQ.
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Metodu realizace popiSeme pro nejobecnéjsi z probranych auto-
matd — Mealyho kone¢ny sekvenéni stroj, ktery v dal§im vykladu
budeme struc¢néji oznaCovat jako sekvencni stroj nebo prosté jen
stroj. Souvislosti jeho jednotlivych slozek jsou zachyceny na obr. 14.

)
J
a
Z
A A Obr. 14

Zakladnim ukolem syntézy je realizace funkci é a 4. Zpozdovaci

elementy z, které zpozduji vystup funkce 6 o ¢asovou jednotku,

budeme povaZovat za elementarni, pfedem dané stavebni prvky.
Zvlastni prakticky vyznam maji sekvencni stroje, u nichz

0={01}} x={0,1}}, 4= {0, 1}"
pro né&jaka k, I, m, protoze funkce
5: {0, 1}**! > {0, 1}*

2 {0, 1%+ o {0, 1}

jsou booleovské funkce, které lze standardnim zpisobem vytvo-
tit, napf. pomoci kombinacnich siti. Spojenim zpozdovacich ele-
mentd s kombinac¢nimi sitémi pro 6 a A podle obr. 14 vznika
sekvenéni obvod realizujici ptislusny abstraktni stroj.

Piiklad 1.6.4. Ukazme si na piikladu zakladni faze realizace
sekvenc¢niho stroje sekvencnim obvodem. Vychozi sekvencni stroj
s Q={A4,B,C}, £={1,2,3}, 4 ={0,1} je dan t&mito tabul-
kami:

R 1 2 3 A: 1 2 3
A A B B A 0 0 0
B A B C B 0 1 1
C B B C C 0 1 1
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Prvnim krokem je zakodovani symbolia a stavii binarnimi vek-
tory. Vystupnim symbolim ponechme v tomto pfipadé jejich bi-
narni hodnoty a pro ostatni zvolme kédovani

A—>(0,0), 1—»(0,0),
B —(1,0), 2-(0,1),

C—»(l,l), 3—»(1,1).

Obecné mize byt volba kédovani uréena dodateCnymi vnéj$imi
pozadavky na navrhovany systém, nebo mtize byt ponechana na
libovili navrhafte.

K zakddovani n-prvkové mnoziny je tieba volit vektory délky
[log, n]. Jestlize n neni mocninou dvojky, budou n&které vektory
nevyuzity. V naSem ptipad¢ dostavame tyto tabulky:

5: (0,0) (0,1) (1,0) (1,1)

(0,00 (1,0) - (1,0)

0.0
on | - - - -
Lo | 00 Lo - (L)
(1 1) (1,0) (1,0) - (1, 1)

yi (0,00 (0,1) (1,0) (1,1)
(0,0) 0 0 - 0
0, 1) - - - -
(1,0) 0 1 - 1
(1, 1) 0 1 - 1

Priizdnd mista v tabulkach oznacuji argumenty, pro néz hodnota
piisluiné funkce neni vychozim zadanim urcena. Proto je moZné
vyplnit je libovolng. Jedno z moZnych vyplnéni je toto:
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0,0) (0,1) (10) (L1)
(0.0) (0,1) (1,0) (1,1)

o=°o =
A

SO~ —

— o N S

Tim jsme ziskali dvé booleovské funkce

2:{0,1}* - {0,1},

o v

které miizeme piepsat do tabulky takto:

5: {0, 1}* > {0,1}2

4 Xy Xy

q,
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4 4 X X3 2z y
1 0 0 1 1 0 1
1 0 1 0 0 1 0
1 0 1 1 1 1 1
1 1 0 0 1 0 0
1 1 0 1 1 0 1
1 1 1 0 1 1 0
1 1 1 1 1 1 1

Tab. 4

Metody umoiZiujici konstrukci co mozna nejmensi kombinacni
sité pro realizaci dané booleovské funkce jsou podrobné rozpra-
covany, ale pfesahuji ramec této knihy. Proto se spokojme s kon-
statovanim, Ze obé& funkce jsou realizovany sitémi na obr. 15a) a b),
jak se ¢tenaf mize snadno presvédcit.

Schéma vysledného sekvenéniho obvodu je na obr. 15c¢).

L4
X
o =
Jty
Xy
") 4 / b —7}=—
a
A=y
Obr. 15 c)

Zménou koédovani i zménou v dopliiovani neuréenych hodnot
pochopitelné dostavame odliSnou realizaci, ktera se muze pod-
statné liSit sloZitosti kombinacnich siti pro pfechodovou i vy-

stupni funkci.
Zrekapitulujme si na zavér postup realizace. Stavy a abecedy

vychoziho stroje

M= (Q1,£1a41’51’)‘1)
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jsme zakddovali ve stavech a abecedach jistého stroje
My = (Qz’ 2, 4,0, Az) ’

ktery odrazel strukturu stroje .#,. Proto pojem realizace stroje
tésné souvisi s pojmem homomorfismu sekvencnich stroju, ktery
budeme definovat.

Definice 1.6.5. Necht
My = (Qv 2,4 51» '11)

My = (Qz’ Z,, 45,0, lz)
jsou dva sekvenéni stroje a

h= (hQ’ hy, hy)
je trojice zobrazeni

hQZ 0,-20,, hy:Z, - 2,, hy: 4, - 4,.
Jestlize

L hol3,(a, @) = ,(ho(a), hy(a))

2. hy(dy( a) = A(ho(g), hsla))

pro kazdé qe Q,, ae X, potom se h nazyva homomorfismus stroje
M, do M,.

Jestlize viechna tti zobrazeni h, hy, h, jsou prosta, potom h je
prosty homomorfismus M, do M ,.

Definice 1.6.6. Necht .#,, .#, jsou sekvencni stroje. Reknéme,
ie M, realizuje M |, jestlize existuje prosty homomorfismus ./,
do A4,.

Nase definice odhliZi od mnoha problémt spjatych napf. s kon-
krétni technickou realizaci automatd jakoZto elektronickych za-
fizeni a vystihuje jen ty vlastnosti realizace, které jsou na urovni
abstrakce, kterou jsme zvolili na zacatku této kapitoly. Takovéto
zjednoduSeni umoZiiuje se orientovat i ve znacné sloZitych pro-
blémech, jakym je i dekompozice sekvencnich stroji, kterou se
budeme zabyvat v nasledujicim €lanku.
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1.7. Dekompozice stroji

Moznost nahradit rozsahly sekvencni stroj systémem nékolika
mensich, vzajemné propojenych strojd, s sebou pfinasi nékteré
vyhody. Tak napfiklad v pfipad€ vyskytu poruchy staci lokali-
vovat poruchu v jedné sloZce a vyménit pouze tuto Cast.

Zde se omezime jen na dva jednoduché typy spojovani strojii —
sériové spojeni a paralelni spojeni.

Definice 1.7.1. Necht
M = (Qv 21’ Av 51a Al)

a

My = (Qz’ 2y, 4y, 0, A-z)

jsou sekvenéni stroje a 4, < ¥,. Potom sériové spojeni strojii
M\, M, je stroj

MO My =(Q, X Q,,%,,4,,8,4),

kde

4 (g 9,) @) = (6,(41> @), 6,42, 44(9,, @)
M4y 95} @) = 45(a5, 4,(41, a))

pro kazdé

4,€0,,9,€0,, aeX.

Sériové spojeni stroji miZeme schematicky znazornit na
obr. 16a). PovaZzujeme-li systém znazornény na tomto obrazku
za jediny sekvencni stroj, potom stav tohoto systému je uréen
dvéma slozkami — stavem stroje .#, a stavem stroje .#,. Proto
je stavovym prostorem nového stroje mnozina Q, x Q, a stejné

L2
; g: ol oy A @ees
a A, (
! ", 1(g4, a,) My
T
a g2
a; P A2(g,,a5)
r4
Obr. 16 b
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pfirozené se stanovi funkce  a 1 tak, jak je tomu v definici 1.7.1.
Analogicky dojdeme k definici paralelniho spojeni strojd.

Definice 1.7.2. Necht
M= (Qv 2,4, 51’ }*1)
My = ( 2 22’ Az’ 52’ }"2)

jsou sekvencni stroje a
fid, x4,>4
pro néjakou abecedu 4. Potom paralelni spojeni stroju M, a #,

se spojkou f je stroj

“”1]f|'/”z =(Q1 X Q52 % ZZ’A"SJ)’

kde
((a,, 42} (a1 a,)) = (8,(ay> a,), 9,(92> a,))
'1((‘11’ 95) (@, a,)) = f()“l(‘h’ al)’ }*z(‘h’ a,))
pro kazdé

qlte’ quQZ, ‘11621, aZEZZ'

Paralelni spojeni miiZeme schematicky znazornit na obr. 16b).
V daliim vykladu ukaZeme, jak uréit, zda dany stroj ma ne-
trivialni sériovou ¢i paralelni dekompozici.

Definice 1.7.3. Necht .#,, .#, a # jsou sekventni stroje.
Jestlize sériové spojeni .4, O #, realizuje stroj .#, fekneme,
Ze M, () M, je sériovou dekompozici stroje M.

Definice 1.7.4. Necht .#,, #, a # jsou sekventni stroje.
Jestlize paralelni spojeni se spojkou f .#, | f | #, realizuje stroj
M, potom fekneme, Ze #,|f|#, je paralelni dekompozici
stroje M .

Sériova, resp. paralelni dekompozice se nazyva netrividlni, jest-
lize kazdy ze stroju #,, .#, ma méné stavl nez 4.
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Otazku existence netrivialni sériové ¢i paralelni dekompozice
prevedeme na otazku, zda existuji uréité rozklady stavového pro-
storu stroje.

Dohodnéme se nejprve na znaceni. Jestlize n je rozklad n€jaké
mnoZiny Q, potom zapis q = ¢'(r) bude znadit, Ze prvky g, ¢’ leZi
ve stejné tfidé rozkladu .

Definujme operace priiseku . a spojeni + rozkladi, které z li-
bovolnych rozkladd n,, m, mnoZiny tvofi rozklady =, .m,
a m, + m, téZze mnoziny. Tyto operace jsou definovany takto:

g=4q(n, . n,)4uq=q(n,)&q=q(n,),
g=q(r, + T,) <>y
existuji q,,...,q,€Q takova, Ze
9, =9&q,=49 &
pro viechna i, 1 £i < n, je
qdi = gi+ 1(7‘1) nebo ¢; = g;+ 1(7[2)-

Symbolem O budeme oznacovat rozklad na jednobodové
mnoZiny a symbolem I rozklad tvofeny jedinou ttidou zahrnu-
jici celou mnoZinu Q. Tyto dva rozklady nazyvame trividlnimi.

Kazdy rozklad stavového prostoru sekvencniho stroje miiZzeme
intuitivné spojovat s uréitym stupném piesnosti lokalizace stavi
(stav je lokalizovan pouze tfidou ekvivalence). Zvlastni dilezitost
maji rozklady, zachovavajici tento stupeni pfesnosti béhem libo-
volného vypoctu stroje, které nyni budeme definovat.

Definice 1.7.5. Rekneme, Ze rozklad m stavového prostoru
sekven¢niho stroje

M=(0,Z,4,5,2)
ma substituéni vlastnost (je to sv-rozklad), jestlize pro kazdé g,
q€Q,

q = q(n) = 5(g, a) = (g’ a) (m)
pro kazdé aeZ.

V systtmu dvou paraleln® spojenych stroji [viz obr. 16b)]
pracuji ob€ sloZky nezavisle na sob€. Stanovime-li tedy Caste¢né
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stav systému tak, Ze urCime stav pouze jedné slozky, bude tento
stupefi pfesnosti zachovan béhem libovolného vypocétu. Navic
stav obou sloZek jednoznaéné urluje stav celého systému. Tato

dvé pozorovani jsou zakladem nasledujiciho tvrzeni.

Véta 1.7.6. Stroj # md netrividlni paralelni dekompozici, pravé
kdy? existuji dva netrividlni sv-rozklady m, T stavového prostoru

stroje M takové, Ze m.t = Q.

Diikaz. Necht .# = (Q, Z, 4,6, 1) je Mealyho stroj.
1. Ptedpokladejme, Ze existuji stroje

My = (Ql’zl’Al’él’ll)

a

My = (Qz’ 25, 45,65 '12)
a f tak, Ze

max (0, ,Q,]) < @],

a existuje prosty homomorfismus

g9 =90 95 9.)
stroje A do M, | f | M.
Definujme na Q rozklady = a t takto:
q = q'(m) <>, prvni slozka g,(q) se rovna prvni sloZce g4(q'),
g = q'(t) <4 druha slozka g,(q) se rovna druhé slozce g4(q').
- Rozklady m a T jsou netrivialni, protoze stroje .#, a .4, maji
mén¢ stavi neZ .
Pfimo z definice = a © a ze skuteCnosti, Ze zobrazeni g, je
prosté, plyne .1 = 0.
Oba rozklady maji zfejmé substitucni vlastnost.

2. Necht na stavovém prostoru stroje .# existuji netrivialni
sv-rozklady = a 1 takové, Ze n.t = 0. Definujme stroje

M, = (57 x £,6,id)
My=(1,2Z,T x X,5,id)
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predpisem
5[] a) = [(g. a)],
5{[q]oa) = [(g a)].

pro kazdé geQ a ael.
Oba stroje jsou definovany korektné, protoze m a 7 jsou
sv-rozklady. Dale definujme zobrazeni
filaxZ)x(txZX)->4
predpisem

f([4]» 9 ([9]. a) = Xg, a

pro kaZzdé ge @, ae X. Korektnost definice plyne z pfedpokladu
n.t = 0. V ostatnich bodech dodefinujme funkci f libovolné.

Potom stroj . lze vnotit do .4, | f | #, prostym homomor-
fismem

g = (gg’ g5 94)>

90la) = ([4]. [4].

pro libovolné g€ Q, g5(a) = (a, a)

kde

prokazdé aeZX ag,b)=»b
pro kazdé bed.
Analogicky lze charakterizovat moZnost sériové dekompozice.

Véta 1.7.7. Sekvencni stroj md netrividlni sériovou dekompozici,
pravé kdy? existuje netrividlni sv-rozklad jeho mnoZiny stavil.

Dukaz. 1. Necht
=(Q,2,4,6,4)
ma netrivialni sériovou dekompozici

MO My,

M, = (Qv ):1’ Au 51, )*1)’
= (Qz’ 25,456, '12) .

kde
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Necht
h = (hg, hs, hy)

je prosty homomorfismus # do ., S) #,. Definujme rozklad
7 mnoziny Q timto pfedpisem:

q= q'(ﬂ:) <4 d =4,
kde

hola) = (4,, 92) @ hylq) = (4}, 43)-
Snadno se ovéfi, Ze ® ma substituéni vlastnost. = neni trivialni,
nebot

he: Q= 0, x Q,

je prosté zobrazeni a

max (|2, 10.]) < l@]-

2. Necht 7 je netrivialni sv-rozklad mnozZiny Q. Sestrojme
rozklad 7 mnoziny Q tak, Ze n.7 =0 a t ma tolik tfid, kolik
mé nejvétsi tiida z m prvkd. Takovy rozklad (nepozadujeme, aby
mél substituéni vlastnost) utvotime napfiklad tak, Ze z kazdé
tfidy rozkladu n vybereme po jednom prvku. Takto ziskané
prvky budou tvofit jednu tfidu rozkladu . Poté ze zbyvajicich
neprazdnych tfid n vybereme opét po jednom prvku a z nich
utvofime dalsi tfidu t. Postup opakujeme az do vyCerpani vSech
tfid =.

Nyni poloZime

M, =(n2Z, 7 x Z3,id),
My = (1,1 x 2,4,0,4,),
kde 4, definujeme takto:
3{[4]e @) = [8(g. )
pro kazdé geQ, aeX.
Zobrazeni J, je definovano korektné, protoZze m ma substitucni

vlastnost. , nelze takto definovat, protoze t nemusi mit substi-
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tuni vlastnost. Tato pfechodova funkce musi proto pouZivat
informace poskytované na vystupu stroje .#,. Definujeme

9,(T,, (P,a) = T;

pro viechna
T, T,et a Pen
takova, Ze
T, nP,a)eT,.
V ostatnich bodech lze 4, dodefinovat libovolng, protoZe tyto
hodnoty nebudou pfi sériovém spojeni s .4, vyuZzity.
Ay(T,(P, a)) =4 AT P, a)
pro viechna
Tet a Pen
takova, Ze
TAnP#£0.

V ostatnich bodech dodefinujeme 4, libovolné.

Funkce 6, i 4, jsou definovany korektng, protoze TN P je
pro libovolnd Tet, Pen nejvySe jednobodova mnoZina. .4,
i M, maji méné stavl nez /4. Konetné, # lze do M, O) 4,
vnofit prostym homomorfismem

h= (hQ, hy, hy),
kde
hy =id;, h,=1id, a hQ(q) =(P,T),

kde Pen a Tert jsou takové, ze P T = {q}.

Ovéfeni, Ze se jedna o prosty homomorfismus, pfenechame Cte-
nafi jako cviceni.

Piedchazejici véty ukazuji, Ze je mozné ziskat viechny mozné
sériové a paralelni dekompozice stroje, jakmile zname viechny
sv-rozklady jeho stavového prostoru. Toto zjiiténi ziska na cené,
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ukazeme-li dostatecné jednoduchy zptisob konstrukce sv-roz-
kladt.
Metoda, se kterou se seznamime, se opira o nasledujici vétu.

Véta 1.7.8. Jestlize n a 1 jsou sv-rozklady stavového prostoru
sekvencniho stroje, potom m.T1 a m + T jsou také sv-rozklady.
Mezi sv-rozklady pat¥i i trividlni rozklady I a O.

Dukaz. Nechf = a 7 jsou sv-rozklady stavového prostoru
sekven¢niho stroje A = (Q, 2, 4,8, A).
1. Necht g = ¢(n.1). Potom g = ¢'(n) a q = ¢'(t). Tedy pro
kazdé aeX je
é(g, a) = 8(q’, a) ()

a zarovei
o(g, ) = g’ a) (1)
Odtud plyne, Ze pro kazdé ae X je
60, @) = 8(d’ a) ().

To znamena, Ze n.7T je sv-rozklad.
2. Necht g = ¢'(r + 1), tj. existuji stavy q,,...,q,€Q takové,

~

ze ’
4,=4, 4,=4q &q; = g;,,(m)
nebo

q; = ql'+x(7")
pro vSechna i, 1 £i < n.

Pro tato q,,..., q, plati, Ze pro libovolné i, 1 <i < n, a libo-
volné ae je

5(‘1.-, a) = 5(‘1.’+ > @) (n)

6(‘15’ a) = 5(q,.+ 1’ a)(q).
Pro kazdé ae X je tedy
o4, a) = olg'a) (x + 7).

Odtud plyne, Ze 7 + t je sv-rozklad.
3. I a O jsou sv-rozklady, jak plyne pfimo z definice.

nebo
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Algoritmus 1.7.9. Konstrukce sv-rozkladd. Pro dany sek-
venlni stroj ozname symbolem <g,,q,> nejmensi (tj. nejjem-
n&jsi) sv-rozklad 7 takovy, Ze g, = q,(n). VSechny sv-rozklady
stavového prostoru Q ziskame takto:

1. pro kazdou dvojici q,, g, € Q sestrojime

{41,495
2. utvofime vSechna moZna konec¢na spojeni rozkladu typu

{4y, 4,) -

Z véty 1.7.8 plyne, Ze uvedenym zplisobem po kone¢ném poctu
krokt ziskame vSechny sv-rozklady. Postup budeme ilustrovat
Jjednoduchym pfikladem.

Piiklad 1.7.10. PopiSme vSechny sv-rozklady stavového pro-
storu stroje s pfechodovou funkci danou touto tabulkou:

[
o
o
[ W
~

0 930N L AW N -
0 N N W hs =N
=N 00 L AN R W N =
W H b W UK AN W
— N W A N N0 0
AN W 00 NN = W

Sestrojme nejprve vSechny rozklady (i,j», 1 £i<j<8.

Rozklad <1,2) ziskame takto: jestlize 1 = 2(n) pro n&jaky
sv-rozklad n, potom 3 =4(r), 5=6(r) a 7= ( ), nebot
3=15(1,1) a 4=20(2,f) dale 5=05(1,¢c) a 6 =5(2,¢) a konetné

7=26(2,d) a 8 =06(1,d). Rozklad {1,2}, {3,4}, {5, 6} {7,8} uz
je sv-rozkladem, jak se muze Ctenat presvédcit. Je tedy nejmen-
§im sv-rozkladem obsahujicim 1 a 2 ve stejné tfidé.
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Podobné pii vySetfovani {1,3> 1 = 3 implikuje 2 =4, 5 = 6,
6 = 8. Ekvivalence 2 =4 navic implikuje 5 =7. Méame jiz
=6="7=28. Ztoho plyne, ze 1 =2 =3 = 4. Rozklad

{1,2,3,4},{5,6,7,8}

uZ je sv-rozklad. Takto vytvofime viechny tyto zakladni sv-roz-
klady:

1,2y = {1,2},{3,4},{5,6}, {78},
1,3y = {1,2,3,4},{5,6, 7,8},

1,4y = {1,4},{2,3},{5,8}, {6, 7},
(1,5 =<1,6> =1 ={1,2,3,4,5,6,7,8},
1,7y =<1,8) = {1,2,7,8},{3,4,5,6},
2,3)=<1,4),

(2,4) =(1,3),

(2,55 =42,65=1,

2,7 =428)=<1T7),

3,4> =41,2),

3,5 =4¢36) =<7,

B =438=1I,

{4,5) =<4,6) =<1,7),

4,7 =<48)=1I,

5,6y =<1,2),
5,7 =<1,3),
(58> =(1,4),
6,7 =(1,4),
6,8 =(1,3),
(7,85 = <1,2>.
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Ziskali jsme 6 zakladnich sv-rozklada: O, I, (1,2}, <1,3),
(1,4, {1, 7). Spojenim té€chto rozkladi Zadné nové sv-rozklady
neziskame. Strukturu sv-rozkladd na mnoZiné¢ Q je moZné zna-
zornit diagramem na obr. 17.

N

a7 13
~ N
<12)

/ {142
: \0/

Obr. 17
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2. METODY NAVRHU
KONECNYCH AUTOMATU

Teoretické nastroje, se kterymi se seznimime v této kapitole, lze
¢asto s vyhodou vyuzit pfi navrhu koneénych automatt. Jejich
pouZiti zpravidla umoziiuje navrhnout automat s mensi mentalni
namahou a usnadiiuje kontrolu spravnosti navrhu.

ZAKLADNI CAST
2.1. Nedeterministické kone¢né automaty

Typickou situaci, ve které pfi navrhu kone¢ného automatu po-
maha pojem nedeterministického automatu, probereme na jed-
noduchém ptikladu.

Priklad 2.1.1. Navrhnéme kone¢ny automat pfijimajici pravé
viechna slova v abeced® {0, 1}, ktera spliiuji alespofi jednu z t&ch-
to podminek:

1. slovo za¢ina Gsekem (prefixem) 01001,

2. slovo obsahuje 01010 jako podslovo (tzn. je tvaru 101010y,
kde u,ve{0,1}*),

3. slovo kon¢i usekem (sufixem) 0011.

Automat rozpoznavajici tento jazyk je reprezentovan na obr. 18.

0.0,.1.
1 /0

0

U

\,
.1.04041

0
e
]
0
7 0
1

1
. —
y\
w -
7
1 Obr. 18
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Ptesto, Ze se jedna o jednoduchy pfiklad, vyZaduje navrh pfi-
slusného automatu zna¢nou davku pozornosti. Ani ovéfeni, Ze
automat skutecné rozpoznava pozadovany jazyk, neni uplné jed-
noduchou zaleZitosti, jak se sami mizZzete pfesvédcit. U kompli-
kovanéjsich pripadii, zahrnujicich napft. vétsi pocet podminek nebo
delsi kontrolovana podslova, by se navrh podobného kone¢ného
automatu mohl stat skutenym problémem a existovalo by realné
nebezpeci, Ze se do navrhu vloudi chyba. Vitanou pomoci v tomto
a podobnych pfipadech bude pojem nedeterministického konec-
ného automatu, ktery nyni zavedeme.

Definice 2.1.2. Nedeterministickym koneénym automatem bu-
deme nazyvat pétici & = (Q, 2,5, 1, F), kde Q a X jsou po fadé
neprazdné kone¢né mnoZiny stavii a vstupnich symbold,

5:Q x - 2(Q)

je prechodova funkce [#(Q) oznacuje mnoZinu viech podmnozin
mnoziny @], I = Q je mnoZina pocatenich stavi a F < Q- je
mnoZina koncovych stavi.

Pojem nedeterministického kone¢ného automatu je zobecné-
nim pojmu konecného automatu. Také tyto automaty lze analo-
gicky reprezentovat tabulkou ¢i stavovym diagramem. Na rozdil
od deterministického pfipadu nemusi byt u nedeterministickych
automatd stavem a vstupnim symbolem jednoznac¢né uréen stav,
do kterého automat pfejde. Je pouze vymezena mnoZina stavi,
do kterych miiZze pfejit. Druhym rozdilnym rysem je obecné vice-
prvkova mnoZina pocatecnich stavi.

Priklad 2.1.3. Nedeterministicky automat o/ reprezentovany
tabulkou

a b

o1 1,2 3
-2 3 4
3 1,3 3
—4 1 3

lze také reprezentovat stavovym diagramem na obr. 19.
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Zobecnéni automatu na nedeterministicky automat vyZaduje
prislusné rozsifeni definice rozpoznavani jazyka.

Slovo je nedeterministickym kone¢nym automatem ptijiméano,
jestlize odpovida né€jaké cesté z nékterého pocatecniho do nékte-

a

A

_>2 < 2 ;Ou Obr. 19

rého koncového stavu. Tak automat z obr. 19 pfijima napft. slovo
abaa, protoze odpovida cesté, ktera prochazi stavy 1,1,3,1,1
(nebo také cestam 1,2,4,1,1 a 2,3,3,1,1). Kazda z uvedenych
cest zaCina v pocateénim a konéi v koncovém stavu. Na pfijeti
slova abaa nic neméni. skuteCnost, Ze nékteré z cest, které mu
odpovidaji a zadinaji v pocateCnim stavu, v koncovém stavu ne-
konci. Piikladem je cesta 1,2,4,1,2. Podobné automat pfijima
slovo b, protoZe miZe piejit ze stavu 2 do stavu 4. Zadna cesta
odpovidajici b a zacinajici v 1, tj. v druhém z pocatecnich stavi,
ptitom v koncovém stavu nekonéi. Piikladem slov, ktera nejsou
timto automatem piijimana, jsou slova bb nebo bab. Tak slovu bb
odpovidaji dvé cesty (1,3,3 a 2,4,3) z poate¢niho stavu, ale
Zadna z nich nekonéi v koncovém stavu.

Definice 2.1.4. Slovo w = x, ...x,€ 2" je pFijimdno nedetermi-
nistickym koneénym automatem of = (Q, X, 8, I, F), jestliZe existuje
posloupnost q,,...,q,,, stavi z Q takova, ze q,€l, q,,,€F
a pro viechna ie{l,..,n} je g, €6(g;x;). Prdzdné slovo je
automatem pFijimdno, prave kdyz InF # 0.

L(s/) oznaduje jazyk rozpoznavany nedeterministickym kone¢-
nym automatem ./, tj. mnoZinu slov timto automatem pfijima-
nych.

Rikame, 7e jazyk L je rozpoznatelny nedeterministickym konec-
nym automatem, pravé kdyz existuje nedeterministicky konecny
automat o/ takovy, ze L(sf) = L.
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Piiklad 2.1.5. Jazyk z pf. 2.1.1 je rozpoznavan nedeterminis-
tickym automatem z obr. 20.

Srovnejte, jak odpovida struktura zadani jazyka v pf. 2.1.1 se
strukturou diagramu na obr. 20. Kromé toho si na obrazku po-

S o I ¢ — B¢ B ¢ —

Yo 1.0 0 1}00’1

)
o S R RO IR YO
o o 1 1 A
eI o e — I o —
@)
o1 Obr. 20

viimnéte je¥t€ jednoho zajimavého rysu plynouciho z definice
2.1.4. Z n&kterych vrcholi diagramu vychazi mén€ nez dve Sipky.
To je zcela korektni, protoZze podle definice 2.1.2 pfifazuje pfe-
chodova funkce kazdé dvojici z @ x Z jistou mnozinu pokraco-
vani. Také naptiklad pradzdnou mnozinu. Pokud mate pochyb-
nosti, jaky vliv ma na pfijeti slova vypocet, ktery takto uvazne
v nékterém stavu, vrafte se k definici 2.1.4 a znovu si ji pro-
myslete.

Na kazdy koneny automat lze pohliZzet jako na specialni
ptipad nedeterministického koneného automatu. Proto kazdy
jazyk rozpoznatelny deterministickym kone€nym automatem je
také rozpoznatelny automatem nedeterministickym. Dilezité je,
Ze plati i obracené tvrzeni.

Véta 2.1.6. Kazdy jazyk rozpoznatelny nedeterministickym ko-
neénym automatem je také rozpoznatelny deterministickym konec-
nym automatem.

V dikazu véty se pouziva tzv. podmnozZinové konstrukce.
Tuto konstrukci si nejprve objasnime na intuitivni drovni.

Chceme-li se piesvédcit, zda uréity nedeterministicky konecny
automat pfijima dané slovo, nemusi namatkové hledani v ta-
bulce ¢i stavovém diagramu vést k cili a je tfeba postupovat né-
jakym systematickym zptsobem. Naptiklad si lze na stavovém
diagramu automatu oznalit hracimi kameny vSechny stavy, do
kterych se automat mohl na zaklad® dosud piectené¢ho tuseku
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vstupniho slova dostat. Na obr. 21a) je zachycena vychozi po-
zice pro automat z pt. 2.1.3, obr. 21b) zachycuje situaci po pte-
Cteni b, obr. 21c) situaci po pfetteni bb a obr. 21d) situaci po
precteni bba. Okamzité je vidét, Ze slovo bba je pfijato, protoze
jeden z kament se ocitl ve vrcholu oznaCujicim koncovy stav.

N/\

a ab 17)

Obr. 21

Od jedné pozice k druhé se ptechazi ptesouvanim kamenl
podle pfisluiné ohodnocenych Sipek. Pfitom nékdy je tieba ka-
meny pridavat, n&kdy ubirat [viz pfechody c¢) - d) a b) > ¢) na
obr. 21]. U kazdého jednotlivého automatu je moZné vytvofit
jen konelny pocet vzajemné odlisnych pozic (kazda pozice je
zcela popsana jistou podmnoZinou stavii piivodniho automatu —
vrchold, v nichZ se pravé nachazeji hraci kameny). Kromé toho
je prechod od jedné pozice ke druhé jednozna¢né uren &tenym
vstupnim symbolem. Tato dvé pozorovani ukazuji, Ze systém,
ktery jsme popsali, ma zakladni vlastnosti charakteristické pro
kone¢ny automat, jak jsme o nich hovofili v ivodu prvni kapi-
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toly. 1 pocatecni stav a koncovou mnoZinu lze snadno urdit.
PocateCnim stavem je vychozi pozice, kdy hraci kameny jsou
pravé ve vrcholech odpovidajicich pocate¢nim stavim. Konco-
vym stavem naSeho systému je kazda pozice, u niz se alespofi
jeden hraci kaAmen nachazi v nékterém koncovém vrcholu.

Ke kazdému nedeterministickému kone¢nému automatu .o/
tedy takto mizeme vytvofit systém, ktery je realizaci jistého ko-
necného automatu rozpoznavajiciho L(s¢). TytéZ myslenky v pre-
cizni formé€ vyjadfuje formalni dikaz véty, ktery nyni uvedeme.

Dikaz v&ty 2.1.6. Necht # = (Q, 2,4, 1, F) je libovolny ne-
deterministicky kone¢ny automat. Sestrojime konecny automat
«/ rozpoznavajici L(4). Definujme funkci

8:2(Q) x X - 2(Q)

timto predpisem: pro libovolné K e 2(Q) a ae X je
5'(K,a) = Jd(g, a).

qekK

Dale definujme
Q0 =2Q), q,=1, F = {KePQ); KF +0}.
Tvrdime, Ze automat
o =(Q,Z,5,q, F)
rozpoznava L(#). To nyni ov&fime. Nejprve si uvédomme, Ze
eel()<>IeF < InF #0<ecL(B).

Ptipad prazdného slova je tim vyfizen a zbyva ovéfit, Ze pro
kazdé neprazdné slovo w je

weL(B) < we ().
1. Ptedpokladejme, Ze
w=a,..ael(d),n=1.
Pak existuji

K,,...K,,€20Q)
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takova, Ze
K, =I,K, eF
aproviechnai, 1 £i<n, je
K\ = 0K, a).

Z toho odvodime, Ze pro kazdé r takové, Ze 0<r<n-—-1
existuje posloupnost

qn—r’ qn—r+ ) B qn+l >
ktera spliiuje tyto podminky:
qn+l eI<n+l ’ qn+l EF’
4iv1 €895 a), g €K,
pro n = i = n — r. Dikaz provedeme indukci podle r.
I. r = 0. Mame ukazat, Ze existuji q,, g, , , takova, Ze
4,€K,, 4,,,€K,,,nF a q,.,€8(q,a,).
Vime, Zze K,,,€F. Odtud plyne, Ze K, , nF # §. Zvolme
libovolné
4,+1€K,  OF.
Protoze
4o+1 €K,y = (K, a,),

existuje g, € K, takové, Ze

qn+ 1 € 6(qn’ an) N
II. Piedpokladejme, Ze je tvrzeni dokazano pro n&jaké r spliiu-
jici podminku
0Zrn—-1,

tzn. existuje posloupnost

qn—r’ ] qn+l
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pozadovanych vlastnosti. K tomu, abychom dokéazali, Ze tvrzeni
plati také pro r + 1, stadi ukazat, Ze existuje
qn—r— 1 € Kn—r— 1
takove, Ze
qn—r € 5(qn—r— 1° an—r— l) .
To ovSem plyne ze skutecnosti, Ze
qn—r e Kn—r
a
Kn—r = 5(Kn—r—l’an—r—l) = U 5(‘1’ an—r—l)‘
qeKn—r-1
Tim je tvrzeni dokazano pro viechna r, 0 < r < n — 1, specialné
pror=n—1.

Tedy existuje posloupnost q,,...,q,,, PoZadovanych vlast-
nosti. Z toho okamzit& vyplyva, Ze a, ...a, = we L(2%). Tim jsme
ovétili, ze L(«/) = L(AB).

2. Budiz

w=a,..a,eLA).
Existuje tedy posloupnost gq,,...,q,,, stavi z Q spliujici tyto
podminky:
(l) ql € I )
(i) 4;4,€0(gsa) proviechnai, 1 <i<n,
(i) gy cF.
Definujme posloupnost K, ..., K,,, pfedpisem
2
K, =1, K;;, =K, a)

pro 1<i<n

Podle podminky (i) je g,€l, podminka (ii) zaruuje, Ze
q;€K; pro viechna j, 1 £j<n+ 1, jak se snadno ovéfi in-
dukci. Podle (iii) je proto

K,.,NnF#0.

r ~ ’
To znameni, 2¢ K,,,€F a a,...a,e L(«).
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Poznamka 2.1.7. Dtiikaz, ktery jsme praveé podali, je konstruk-
tivni stejné jako ostatni dikazy v této knize. To znamena, Ze jsme
nejenom dokazali, Zze ke kazdému nedeterministickému konec-
nému automatu existuje s nim ekvivalentni deterministicky ko-
ne¢ny automat, ale zarovei jsme ziskali algoritmus, kterym lze
prislusny automat sestrojit.

Poznamka 2.1.8. Popsany postup vede od nedeterministick¢ho
automatu o n stavech k deterministickému automatu o 2" sta-
vech. Tomuto enormnimu vzristu velikosti se ¢asto miZzeme vy-
hnout tim, Ze okamzité vyloucime stavy, které nejsou dosazitelné
z pocate¢niho stavu. Vét§inou pfimo konstruujeme stavovy strom
prislusného deterministického automatu tak, jak to ukaZzeme v na-
sledujicim ptfikladu. Vysledny automat lze Casto dale zmensit
algoritmem redukce popsanym v ¢l. 1.5. Vysledkem je vibec nej-
men§i mozny deterministicky kone¢ny automat ekvivalentni s vy-
chozim automatem. Pfechod od vychoziho nedeterministického
automatu k vyslednému minimalnimu deterministickému auto-
matu je Cist€ mechanicky a lze jej napf. realizovat na pocitadi.

Piiklad 2.1.9. K nedeterministickému automatu z pi. 2.1.3 se-
strojme ekvivalentni deterministicky konecny automat. Kon-
struujeme pfimo stavovy strom automatu. Vysledek je na obr. 22.
Dostavame pouze 5 stavill, zatimco 2(Q), mnoZina vSech pod-
mnozin mnoziny Q, ma 16 prvkd. Redukt tohoto automatu ma
dokonce jen 4 stavy (viz €l. 1.5).

a"’{f,Z} b
;—/{r,z,s{\b ;;/{3,4} .
{123} ={ae} <{13, {3}
y 4 2y b
-{123} 31=<{13 {3)
Obr. 22

Poznamka 2.1.10. V nékterych pfipadech se muze stat, Ze vy-
sledny minimalni automat bude mit stale 2" stavll oproti n staviim
vychoziho nedeterministického automatu. (Podrobngji o tom po-
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jedname v €l. 2.6.) V takovém ptipadé je uZ jen pro trochu vétsi n
nerealistické provadét navrh deterministického automatu pro re-
prezentaci ptislusného jazyka. Presn€ji feCeno, muze byt prak-
ticky neproveditelné sestrojit tabulku nebo graf deterministického
automatu. Avsak vychozi nedeterministicky automat mize velmi
dobie poslouzit pfi praktické realizaci deterministického auto-
matu zplsobem, ktery jsme naznacili pfi intuitivnim zavedeni
podmnoZinové konstrukce (za v&tou 2.1.6). Jestlize vychozi ne-
dcterministicky automat 4 ma n stavil, potom zakladem reali-
zace ekvivalentniho kone¢ného automatu je n-bitova pamét.
Kazdy bit odpovida jednomu stavu automatu %. Mnozina bitd
t¢to paméti obsahujicich jedniCku vzdy charakterizuje néjakou
podmnozinu stavového prostoru automatu # (analogicky pod-
mnozing& vrchold s hracimi kameny). K aktualizaci stavu pamé&ti
v zavislosti na dal§im vstupnim symbolu pak staci vhodna boo-
lcovska funkce. Tento postup lze vyuzit jak k softwarové, tak
hardwarové realizaci kone¢nych automat.

Pojem nedeterministického kone¢ného automatu je uziteCné
dale zobecnit zavedenim tzv. e-pfechodd.

Definice 2.1.11. Definujme zobecnény nedeterministicky ko-
neény automat jako pétici & = (Q, 2,0,1, F), kde Q, X, I, F jsou
po fadé konené mnoziny stavi, vstupnich symbold, pocatecnich
a koncovych stavi a ¢ je prechodova funkce

5:0 x (Zu{e})—>20).

Oproti nedeterministickému konenému automatu zde ptecho-
dova funkce pfipousti e-piechody, tzn. moznost piejit z jednoho
stavu do druhého, aniz by se ptecetl dalsi vstupni symbol.

Definujme relaci =% na (Q x Z*) x Q [(q,u) -% ¢’ ma tento
vyznam: slovo u miize pfevést automat & ze stavu g do stavu g']
indukci podle délky slov ze Z* takto:

L. (gpeFkq
pro viechna 9,
(@er%q
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pro viechna g, ¢’ takova, Ze q' € (g, e);

2. (garyq
pro viechna ¢,4'€Q a aeX takova, ze ¢ €d(q, a);
3. (qw)Fq,
pravé kdyz existuje §eQ takové, ze
(@u)%da @oFyg woez*).
Jazyk L(d) rozpoznavany zobecnf:nym nedeterministickym ko-
neCnym automatem .« je pak definovan takto:
L(sf) = {w;(@sel)(@reF)(sw)F%r}. .

Priklad 2.1.12. Zobecnéné nedeterministické kone¢né automaty
je mozné zcela analogicky jako nedeterministické konecné auto-
maty reprezentovat stavovym diagramem. Jednoduchy piiklad
takového diagramu je na obr. 23a). Tento automat zfejmé pfi-
jima slova tvofena sudym poétem symbolid a nasledovanych
sudym poétem symboli b.

S )

- — = o

b
a) b)

Obr. 23

Véta 2.1.13. KaZdy jazyk rozpoznatelny zobecnénym nedetermi-
nistickym koneénym automatem je rozpoznatelny konecnym auto-
matem.

Dikaz. Budiz o = (Q, Z, 6, I, F) zobecnény nedeterministicky
kone¢ny automat. Podle véty 2.1.6 staci dokazat, ze L(</) je roz-
poznatelny jistym nedeterministickym automatem .2/. Sestrojime

takovy automat
4 =(0,531F).
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PoloZime
0=0,1=(e0;@sensdrsl),
F={re0; Gre P[5 )

a funkci & definujeme pfedpisem ;

qe 5(‘1’ a) <4 (@ a4 d

pro kazdé q,q4'€Q, ae’.
Potom L(«/) = L(</), nebot
I. e€ L(/) <> (s, e) =% r pro n&jaké sel, re F <
=InF#0=eel(d).

2.Pronzl, a,..aq,€:

a,..ae ()=
< (s,a,...a,)F%r pro n&aké sel, reF <«
< pro néjaka q,,...1q,€Q, sel, reF je

(s,a,) F%q, &g a,)F5q, & ... &(q, . a,)FEr
<> pro n&jaka q,,...q,€Q, sel, reF je

q,€8(s,a,) & q,€8(q,.42,) & ... &red(q,_,,a,) <=
<a, ...a"EL(JZi).

Piiklad 2.1.14. Na obr. 23b) je nedeterministicky koneny auto-
mat sestrojeny k automatu z obr. 23a) konstrukci z dikazu pted-
chozi véty.

2.2. Uzavérové vlastnosti

Navrh automatu pro rozpoznavani urCitého jazyka lze nékdy
zjednodusit. Casto se totiz dany jazyk podati vyjadtit. pomoci
nékolika jednodusSich jazykt. Potom je moZné navrhnout auto-
maty pro realizaci jednodussich jazykd a na jejich zakladé se-
strojit vysledny automat. Dilezitou pomoc zde poskytuji teore-
tické poznatky o uzavérovych vlastnostech tfidy & jazyku roz-
poznatelnych kone¢nymi automaty.
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Nejprve se seznamime s nékolika dilezZitymi operacemi nad
jazyky. V dal8ich odstavcich budeme pfedpokladat, ze L, L, a L,
jsou libovolné jazyky nad jistou abecedou X a we Z*.

Jazyky jsou mnozZiny slov, proto s nimi lze provadét zakladni
mnoZinové operace:

sjednoceni
L, uL,
je jazyk obsahujici pravé viechna slova nalezejici bud do L,
nebo do L,, nebo do obou soucasné;
prunik
L nL,
je jazyk obsahujici pravé vSechna slova naleZejici soucasné€ do L,
ido L,;
doplnék
2*— L

obsahuje pravé viechna slova z X* nepatfici do L. Pokud bude
ze souvislosti jasné, o jaké Z* se jedna, budeme misto X* — L
psat jen —L;

rozdil
L, -L,
obsahuje pravé vSechna slova z L, nepatfici do L,.

Pfipomeiime znamé mnozinové identity, které budeme nejéas-
t&ji potfebovat

LinL,=—(-L,v-L,))
LiuL,=—(-L,n~L,)
L —L,=L, n(Z*-1L,).

Piiklad 2.2.1. Jazyk
L={wef{0,1}*;
w obsahuje sudy pocet nul a kazda jednicka je
bezprostfedné nasledovana alespofi jednou nulou}

} de Morganova pravidla,
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muizZeme vyjadfit mnoZinovymi operacemi pomoci tfi jednodu-
Seji charakterizovanych jazyka takto:

L=L, —(L,vL;),
kde
L, = {we {0, 1}*; w obsahuje sudy poget nul},

L, = {we {0,1}*; w obsahuje podslovo 11},
L, = {we{0,1}*; w kondi jedni¢kou} .

Dalsi operace, kterymi se budeme zabyvat, jsou uz specifické
pro jazyky.

Definice 2.2.2. 1. Soucinem (nebo t¢Z zfetézenim) jazykii L,
a L, nazyvame jazyk

L,.L,={u;ueL, &velL,}.
2. n-tou mocninu L' jazyka L definujeme induktivné takto:
L =y{e.
L' =,I.L prokazdé n=>0.
3. Iteraci I* jazyka L a pozitivni iteraci L' jazyka L definu-

jeme takto:

L'=yLollvulvu..=L,

Piiklad 2.2.3. Oznaéme

L, ={abl;i=0}, L, = {c,cc}.
Potom
L,.L,={ab'c;i20&1<j<2},

Ly = {ab"ab®...ab*; k 2 1 &0 < i
pro kazdé j, 1 < j < k},

LY =L v {e}.
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Vsimnéte si, Ze definice 1.2.1 mnoZin X* a Z* je v souladu
se zavedenim operaci * a *. Dale zfejme plati, ze

LO=0.L=0

{e}.L=L.{e} =L
({e} je jazyk obsahujici jediné slovo, totiz prazdné slovo). Je
ziejmy i vztah

I¥=L"ue}.

Dohodnéme se jesté, Zze tam, kde to nepovede k nedorozuméni,
budeme {w} ztotoziiovat s w a psat napi. L — e, nebo wL, Lw.

Definice 2.2.4. 1. Levy kvocient jazyka L, podle jazyka L, je
jazyk
L,\L, = {u; wue L, pro néjaké welL,}.

2. Pravy kvocient jazyka L, podle jazyka L, je jazyk
L,/L, = {u;uwe L, pro n&jaké welL,}.
3. Levd derivace jazyka L podle slova w je jazyk
0,L=w\L.
4. Prava derivace jazyka L podle slova w je jazyk
O L=Llw.
Levy kvocient L,\L, je tedy tvofen viemi slovy, ktera vznik-
nou ze slov L, odtrZzenim né&jakého pocate¢niho useku patticiho

do L,. Podobné L, /L, obsahuje slova vznikla ze slov L, po od-
trzeni né&jakych jejich koncovych usekt patficich do L,.
Pfiklad 2.2.5. Definujme
L, = {d'ba’ba'bd’; i,j 2 1},
L, = {abd'b;i 2 1},
L, = {ba*;j = 5}.
Potom
L\L, = {d'bd';i 2 1},
L,JLy = {aba*ba’;i21,j=5}.
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Definice 2.2.6. Inverzi slova w = a, ... a, budeme nazyvat slovo

wR = a, ...a,a,, specialné & = e. Inverzi jazyka L budeme na-

zyvat jazyk I} = {w®;weL}.

Definice 2.2.7. Necht 2 je konecna abeceda a pro kazdé ae X
budiz o(a) jazyk v n&jaké abecedg 4,. Dale poloZme

ole) =e
o(uv) = a(u). o(v)

pro kazdé u, ve 2*. Potom zobrazeni

o: Z* - P(4%),
kde
4=\4,,
ael

se nazyva substituce. Pro kazdy jazyk L < Z* pak definujeme

o(L) =4 U a(w)

wel

a Fikame, Ze jazyk o(L) vznikl z jazyka L substituci ¢. Substituci ¢
nazyvime nevypoustéjici, jestlize zadny z jazykd o(a), a€ Z, ne-
obsahuje prazdné slovo.

Piiklad 2.2.8. Pro abecedu X = {0, 1} definujme substituci o
predpisem

o(0) = {ab;i 2 1},
o(1) = {cd, cdd} .

Tato substituce je zobrazeni
o: Z* > P(4%),

tzn. kaZzdému slovu v abeced€ X pfitazuje jazyk v abecedé 4,
kde
4 ={ab}u{cd}={abecd}.
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Naptiklad
0(010) = ¢(0) . o(10) = ¢(0). o(1). 6(0) =
= {a'b';i 2 1}.{cd, cdd} . {a'b’;i 2 1} =
= {abicda'b’;ij2 1} U
U {d'b'edda’b’; i, j = 1}.
Pro jazyk
L={10";m > 2)
bude i
o(L) = {cd*a"b"a?b" ...abmcd';m 2 2 & i; 2 1
pro viechna 1 <j < m&k,le{l1,2}}.

Tato substituce je nevypoustéjici, protoZe o(0) ani o(1) neobsa-
huji prazdné slovo.

Definice 2.2.9. (Znaceni jako v predchozi definici.) Substituce o,
u niz pro kazdy symbol ae X obsahuje o(a) jediné slovo w,, se
nazyva homomorfismus. Homomorfismus lze tedy povaZovat za
zobrazeni o: Z* — A*. Jestlize o(a) # {e} pro kazdé aeZ, na-
zyva se g nevypoustéjici homomorfismus.

Piiklad 2.2.10. Definujme nevypoust&jici homomorfismus
h: {0,1}* - {a,b, c}*
predpisem
h(0) = beca, h(1) = aa.
Potom napf.

h(0101) = bccaaabecaaa
a pro
L= {010;i> 1}
je
h(L) = {bcca®* 'beca; k 2 1} .
Uz z uvedenych pfikladid lze odhadnout, Ze i zna¢n¢ kompli-
kované jazyky je nékdy mozné vyjadiit jako vysledek nékolika
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sikladnich operaci provedenych nad jazyky pomérné jednodu-
chymi.

Toto konstatovani je dilezité zejména ve spojeni se skuted-
nosti, Zze uvedené typy operaci vedou od jazykid z tfidy vSech
rizykld rozpoznatelnych koneCnymi automaty % opét jen k ja-
syklim patficim do #.

Véta 2.2.11. Pro libovolné jazyky L, L, = Z* plati toto tvrzeni:
jestlize L, L, €%, potom také L, "L,, L, UL,, 2* — L e%.

Jinymi slovy: T¥ida jazykii rozpoznatelnych konecnymi automaty
je uzavFena vii€i operacim priiniku, sjednoceni a dopliku.

Nez ptikro¢ime k formalnimu ditkazu véty, vénujme se alespori
chvili intuitivni pfedstave, z niZ tento dukaz vychazi.

I, 1 Obr. 24

Vime-li, ze L,,L, €%, znamena to, Ze existuji dva konecné
deterministické automaty o/ | a .o/, rozpoznavajici po fad¢ jazyky
L., a L,. Z nich snadno vytvofime systém rozpoznavajici jazyk
L, nL,. Sta¢t ,spoustét oba automaty souCasn€* (viz obr. 24)
a obéma ptedkladat stejné vstupni slovo. Toto slovo patfi do
L, n L,, jestlize se po jeho pfecteni oba automaty dostanou do
koncového stavu. Vytvofeny systém ziejmé€ ma vlastnosti, které
Jsme v kap. 1 oznadili jako podstatné pro kone¢ny automat. Mize
s¢ dostavat jen do koneéné mnoha stava: kazdy jeho stav je uréen
n¢jakou dvojici (p,, p,) urujici stav obou jeho slozek, tj. stav p,
automatu &, a stav p, automatu «/,. Vstupni abeceda systému
jc stejna jako vstupni abeceda automati &/, a o ,, poCatecni stav
systému je stav, v némz obe€ slozky systému jsou v pocatecnich
stavech, obdobné pro koncové stavy. Muzeme tedy na cely
systém .o/ (obr. 24) pohliZet jako na koneny automat rozpozna-
vajici L, n L,. Podobnou tivahou miZeme dojit k uzavienosti &
vii¢i sjednoceni a doplitku. Nasledujici diikaz je pfesnym mate-
matickym vyjadfenim té€chto pfedstav.
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Dikaz véty 2.2.11. Necht L, je rozpoznavan kone¢nym auto-
matem
A, =(0,,2,0,,4,,F,)

a L, automatem
Ay =1(0:2,0,45F,).
1. Jazyk L, n L, je pak rozpoznavan koneénym automatem

"dz(Q’Zaa,qO’F)’
kde
0=0, XQz,q0=(ql,q2),F=F1><F2

a J je definovana pitedpisem: pro libovolné
(Px»Pz)eQ, aeZ

8(p1> p2) @) = (6,(p;, ), 6,(p2, @) -

o/ je kone¢ny automat a ukaZeme, Ze rozpoznavd L, nL,.
Pro libovolné we Z* je

(91> 92) w) = (94(a, W), 9,(a5 W),

jak se snadno ovéti indukci. Tedy

je

weL, nL,<wel, &wel,<
< 3,(q;, w)eF, &0,(q,, w)eF, <>
<>(6,(q,, W), 6,(q5, W) EF, x Fy<>
<> 8(qp w)EF .
Proto skute¢né
L(sf) = L(o#,) N L(s,).

2. Jazyk Z* — L, je zfejmé rozpoznavan automatem

(th’au 9,0, — Fl)'

3. Pro dikaz tvrzeni, Ze také L, u L, € #, se nabizi n¢kolik
moZnosti. Jednak je moZné vytvofit automat rozpoznavajici
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I., v L, ptimo konstrukci podobnou jako v ¢asti 1, pouze jako
mnozinu koncovych stavi je v tomto ptipadé tieba vzit

(Fy x @,)u(Q, x F,).

Druhd moznost je vyuzit dukazu Casti 1 a 2 takto: pfedpokla-
diume, Ze

L,L,e#.
Podle 2 je také
-L,,—L,e&.

Proto i
~L,n—-L,e#&

podle 1 a konecné
—(=L,n —L,)eF
opét podle 2. Jedno z de Morganovych pravidel ale dava

—(-L,n—-L,)=L,UL,,
takze
LulL,e#.

Mczi obéma cestami neni podstatny rozdil, nebot vedou ke kon-
strukci téhoZz automatu. Posledni moznost, kterou uvedeme, se
opird o pojem nedeterministického automatu. Vyjdeme z obec-
n¢jsiho predpokladu, Ze jazyky L,, L, jsou po fadé reprezento-
viny nedeterministickymi koneénymi automaty

o = (Ql’z’él’ll’Fl)

oy =(05 2,0, 1, F)).

Ukazeme, jak k o/, o/, lze sestrojit nedeterministicky koneény
automat

o =(Q,%,6,F)
takovy, ze

L&)=L,UL,.
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Bez ujmy na obecnosti miZzeme piedpokladat, ze

0,nQ, = 0.
(Toho lze dosahnout vhodnym piejmenovanim stavii.) Potom
sta¢i polozit

0=0,v0,,I=1,ul,, F=F UF,.
Piechodovou funkci definujme timto piedpisem:

5(g,a) = 6,(g,a), pokud geQ, &aeX,

5(g, a) = 6,(g, a), pokud geQ, &acZ.

Je ziejmé, Ze .o/ skutetné rozpoznava L, U L,.

Prvni zpisob vedl od vychozich deterministickych automatt
opét k automatu deterministickému. Naposledy popsana kon-
strukce vede i v pfipadé, Ze vychozi automaty jsou determinis-
tické, k automatu nedeterministickému (s viceprvkovou poca-
teéni mnoZinou). Jeji prakticky vyznam spofiva jednak v Sirsi
pouZitelnosti, jednak v tom, Ze zkonstruovany automat ma
|Q,| + |Q,| stavit na rozdil od |Q,].|Q,| stavi automatu z prvni
konstrukce.

Piiklad 2.2.12. Sestrojme automat rozpoznavajici jazyk
L= {we{0,1}*;
ve w bud neni pocet nul délitelny tfemi,
nebo pocet jednicek neni délitelny Etyfmi} .
Polozime
L, ={we{0,1}%;
ve w je poCet nul délitelny tiemi},
L, ={we{0,1}*
ve w je poCet jednicek dglitelny CtyFmi} .

Potom L= —L,u —L, Konstrukce pfisluSného automatu
proto mize postupovat po krocich takto: jazyk L, je rozpozna-
van automatem z obr. 25a), jazyk L, automatem z obr. 25b),
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jazyk — L, automatem z obr. 25¢), jazyk — L, automatem z obr.
25d) a koneéné —L, U — L, automatem z obr. 25e).

Uzavérovych vlastnosti ttidy & lze Casto s vyhodou vyuZit pti
overovani, Ze ur€ity jazyk neni rozpoznatelny koneCnym auto-
matem.

Priklad 2.2.13. UkaZeme, Ze jazyk

L= {we{0,1}*;

w obsahuje stejny pocet nul a jednicek }

neni rozpoznatelny kone€nym automatem,.

Q1 Qf’ / .O”
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Dikaz by bylo mozné provést pfimym uzitim véty 1.3.3 jako
v pt. 1.3.6. Jestlize uz ale vime, Ze jazyk
L={015i=1}
neni rozpoznatelny kone¢nym automatem, lze dikaz vést jedno-
duseji.
Piedpokladejme, Ze L je rozpoznatelny koneénym automatem.
Protoze L, = {0'1%;i,j = 1} je rozpoznatelny konetnym auto-

matem (sestrojte!), je podle véty 2.2.11 také L, n L, rozpozna-
telny koneénym automatem. Ale

L,nL,={01";n21}.

To je spor s 1.3.6, a proto L neni rozpoznatelny kone¢nym auto-
matem.

Ctenat, ktery si ptecetl Cl. 1.5 o redukci konecnych automat,
zna efektivni metodu, jak pro libovolné dva automaty «/,, &/,
rozhodnout, zda L(«/,) = L(#/,). K jiné metodg, i kdyZ ne tak
efektivni, se dostaneme vyuZitim uzavérovych vlastnosti.

Véta 2.2.14. Existuje algoritmus, ktery pro libovolné dva ko-
necné automaty s ,, o , rozhoduje, zda L(s,) = L(s,).

Dukaz. Nejprve si uvédomme, Ze pro kazdy koneény auto-
mat jsme schopni rozhodnout, zda L(s#) # 0. Sta&i se napf. pfe-
svédcCit, zda v diagramu automatu &/ existuje orientovana cesta

(i délky 0) z pocatecniho stavu do n&kterého koncového stavu.
Dale je tfeba vzit v Gvahu, Ze

L(s#,) = L{s/,),
pravé kdyz
(L) — L(,)) v (L(e#,) — L(s#,) = 0.
Podle 2.2.11 lze z &/, a &, sestrojit koneCny automat o tak, Ze
L) = (L(st,) — List5)) © (Lt ) — List ).
Stadi pak ovétit, zda
L(et) = 0.
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Stejné oblasti pouziti, jaké ilustrovaly pf. 2.2.12 a 2.2.13, maji
1 ostatni uzaveérové vlastnosti tfidy & .

Véta 2.2.15. Pro libovolné dva jazyky L,,L,eF je také
L,.L,e¥ a Ie#%.

Dutkaz. Budte
'2/1 = (Q1’2’51’11’F1):
A, = (Qz,z"sz’lz»Fz)

nedeterministické koneéné automaty reprezentujici po fadé ja-
syky L, a L,. Predpokladame-li, Ze vychozi automaty jsou obecné
nedeterministické, tim spiSe budou platit nasledujici konstrukce
a uvahy pro jejich specialni pfipad, automaty deterministické.
Pripadnym pfejmenovanim stavi 1ze docilit toho, aby

0,nQ,=0.
1. Sestrojime nedeterministicky automat
o =(Q,%,6,1F)
tukovy, ze
L(/)=L,.L,.
Polozme

Q=Q1UQ27F=F2,

_ (I, jestlize I, nF, =0, tzn. e¢L, ;

I= o
I, Ul,, jestlize ecL, .

Pfechodovou funkci 6 definujme timto pfedpisem:

(i) (g, a) = d,(¢,a),
jestlize
qul &51(q,a)mF1 =(b,
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(ii) 8g.a) = 6,(ga) U I,
jestlize
geQ,&6,(ga)nF, #0,

(i) (g, a) = 0,(g,a),
jestlize
9€Q,.

Ovéfime, Ze
L()=L,.L,.

a) Nechf weL, .L,. Potom slovo w je mozné psat ve tvaru
w=uv, kde uelL,, veL,. Pfedpokladejme nejprve, ze u # e,
tzn. u = a, ...a, pro né&jakd a,,...,a,€2, n = 1. Potom existuji
stavy s, €1, a qeQ, takove, Ze slovo a, ...a,_, mulZe pfevést
automat </, ze stavu s, do stavu g a é,(q,a,) ~ F, # 0. Protoze
dale veL,, existuje s,el, takovy, Ze v mlZe pfevést 4, z s,
do nékterého stavu v F,. Podle definice ¢ tedy existuje vypocet
automatu &/ zacinajici v s,, ktery na zakladé a, ...q,_, prejde
do g [pouziva se pravidlo typu (i) z definice é], z tohoto stavu
miZe &/ na zékladé a, piejit do s, [pravidlo typu (ii)] a z s,
na zdkladé¢ v do né€kterého stavu z F, = F. To znamena, ze
w = u.veL(s/). Zbyva probrat pfipad u =e. V tom pfipadé
podle definice I mize o/ zacit vypocet pifimo v s,, a to vypocet,
kterym o7, ptechazi do koncového stavu. Tedy opét

w=u.veL(«).
Dokazali jsme, Ze
L,.L, = ().
b) Pfedpokladejme, Zze we L(«/). Existuje tedy vypodet .of,

kterym na zakladé w piejde z né¢jakého sel do n&jakého reF.
Rozeberme dva ptipady.

sel,: Potom podle definice I je ¢eL,. Kromé toho mize
automat o/ v tomto pfipadé uzivat pouze pravidla typu (iii)

86



7. definice 6, tzn. sledovat pfesné jisty vypoCet automatu . ,.
Proto welL,. Je tedy moZné psat w = e.w, a protoze ecL,
awel,, je welL,.L,.

sel,: Automat &/ tentokrat zaCina sviij vypoCet ve stavu z Q,
a kon¢i vypocet ve stavu patficim do Q,. Pfechod z Q, do Q,
miZe vykonat pouze pravidlem typu (ii) z definice 8. Je proto
moZzné w psat ve tvaru w = zav, kde z je slovo odpovidajici
c¢isti vypoctu prevadejici o/ z s do néjakého geQ, takového,
7¢ z q ptejde na zakladé a do né€jakého s, €l,, z néhoz auto-
mat o/ ptejde na zakladé v do F. Protoze

g a)nl, #0,

musi podle definice § byt
S.(ga)nF  #0.

7. toho vseho plyne, 7e zae L, a veL,. Tedy
w=zavel, . L,.

Dokazali jsme, Ze také

L)<= L,.L,.
Plati tedy:
L(«/)=L,.L,.

2. Sestrojime nedeterministicky kone¢ny automat
7 =@0.531F)

takovy, Ze

L) = L% .
Polozme

Q =0,V {r}
pro né&jakeé

r¢Q1,]=Ilu{r},F=F1u{r}.
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Ptechodovou funkci & definujme takto:

(i) 3(‘1, a) = 51(‘]’ a) s
jestlize
qeQ, a 8,(g.a)nF, =0,
(i)  8(g.a)=6,(gaul,,
jestlize
qul a 51(q’a)ﬁF1 # (ba
(iii) 5(r,a) = ® pro véechna aeX.

Stav r lezici v I n F zajiStuje, aby jazyk L(</) obsahoval prazdné
slovo. Zadné jiné slovo neni z r mozné ptijmout diky pravidlim
(iii). Jinak je dikaz, ze L(<f) = L* icky jako v predcho-
zim ptipadg. BN

. /‘( . 1 N
a) T
* ¥ ’ Y// '-‘— \\\



Pfiklad 2.2.16. K automatim .o/, &/, z obr. 26a) a 26b) jsou
na obr. 26¢) a 26d) sestrojeny automaty .o/ a o takové, ze

L(«/) = L(«#,). L(s#/,) a L(s7) = [L(«,)]*.

(Nové ptidané hrany jsou oznadeny arkovang.)

Ekvivalence nedeterministickych kone¢nych automatt s deter-
ministickymi vyuZijeme také pfi dikazu uzavienosti &% vici
srcadlovému obrazu.

Véta 2.2.17. Pro libovolny jazyk L plati, Ze Le &%, prdvé kdyz
fesF.

Dikaz. Stadi dokazat, Ze
LeF = ReF,
protoze
(ER=L.

7. uvedené implikace pak uz totiz dostaneme
LeF=(Lf=LeZ.

Necht L je rozpoznavan n€jakym nedeterministickym auto-
matem
o =(0,%,8,1,F).

Na zéklad€ o/ sestrojime nedeterministicky automat
B =(0,20,I,F)

rozpoznavajici I¥. Nazorné feteno, stavovy diagram nedetermi-
nistického automatu # dostaneme tak, 7e v diagramu . obra-
time orientaci hran, koncové stavy &/ uvaZujeme jako pocatecni
stavy 4 a pocateCni stavy .« jako koncové stavy 4. Piesnéji:

I'=F,F =1
ged'(q, a)<=>qedg, a)
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pro viechna

4,G€Q a ae’X.
Potom

a) eeL()<INnF +#0<
<I'NnF #0<eecL(%).

b) a, ... a,€ (o) < existuji q,, ..., q, takové, ze
goel & q,eF&
& [pro viechna i, 0 <i<n—1je q;,,€8(q,a;,,)] <
<> existuji gq,,...,q,€Q takové, ze g, e ' & q,e F' &
& [pro vechna i, n — 1 2i 20 je q;€6(q;, .0, ,)] <
<a,...a eL(%).

Tedy skuteéné

L(#) = L(«)].

Jako posledni v tomto ¢lanku uvedeme dikaz uzavienosti #

vici levému 1 pravému kvocientu.

Véta 2.2.18. Jestlize L,,L,e€%, potom také L,\L €%
a LL,e&.

Dikaz. 1. Necht L, je rozpoznavan nedeterministickym ko-
necnym automatem

o, =(0,,%2,6,1,F,)
a L, nedeterministickym koneCnym automatem
o, =(0,2,6,1,F,).
Zkonstruujeme nedeterministicky konecny automat
oA =(Q,%,6,IF)
takovy, Ze

L(/) = L\L, .
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Nejprve sestrojme mnoZinu stavll I automatu &, do kterych
je mozZné se dostat z nékterého stavu mnoziny I, na zakladé né-
jakého slova z jazyka L,, tzn.

I={qe0,:@sel) @ueLy)[geds )]}

Tuto mnozinu je mozné zkonstruovat napf. takto: pro kazdé
g € Q, definujme automat

A, = (QI’Z’(SI’ I, {‘l}) .
Potom ziejmé plati, ze

gel=L(&)nL, #0.
Podminku

L)L, #9

mizeme efektivné testovat (viz vétu 2.2.14). Mnozina I je mno-
zinou pocate¢nich stavi automatu ., jeho zbyvajici parametry
definujme takto:

0=0,,6=6,, F=F,.
(Oveéime, Ze
L(d)=L2\L1.

Pro libovolné slovo ve L(«/) existuje vypocet vedouci na za-
klad¢ v z né&jakého stavu sel do né&jakého stavu reF = F,.
Stav s lezi v I, a to podle definice I znamena, Ze existuje ue L,,
kter¢ mizZe pfevést automat o, z né&jakého stavu s, el, do s.
Podle definice ./ pak ale uv ptevadi &/, zs, dor, atedy uvelL,.
Protoze uwve L, a uel,, je ve L,\L,. '

Obracené, ke kazdému slovu ve L,\L, existuje ue L, tak, Ze
ur ¢ I.,. Existuje proto vypocet o/, vedouci na zakladé uv z né-
jakcho s, e I, do né&jakého re F,. Potatecni ¢ast tohoto vypocétu
odpovidajici slovu u ptevede o, z s, do n€jakého stavu s. Pro-
toze ueL,, je sel, atedy ve L(sf).
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2. Uzavienost # vuci pravému kvocientu plyne snadno z prvni
¢asti tohoto diitkazu a uzavienosti vii¢i zrcadlovému obrazu (viz
2.2.17), nebot

Ll/LZ = ((Lz)k\(L1)R)R .

.
Ttida & je uzaviena i vuci substituci. Pfi dikazu tohoto tvrzeni
‘s vyhodou vyuZijeme regularnich vyrazi, a proto se jim budeme
zabyvat aZ v nasledujicim ¢lanku.

2.3. Regularni jazyky, regulami vyrazy

Formalismus, ktery zde zavedeme, je dal$im uZitecnym nastrojem
usnadiiujicim navrh koneénych automatt.

Definice 2.3.1. TFida RI(Z) reguldrnich jazykit nad abecedou X
je nejmensi t¥ida jazykt nad X spliiujici tyto podminky:

1. 0eRJ(X) a {a} eRI(Z) pro kazdé aeX.
2. L,L,eR)(Z)=L, UL,eRI(E).

3. L,L,eRI(Z)=L,.L,eRJZ).

a. LeRJ(Z)= [*eRI(Z).

Operace sjednoceni, nasobeni a iterace se nékdy nazyvaji regu-
larni operace nad jazyky. Lze tedy také fici, Ze regularni jazyky
jsou pravé jazyky, které lze dostat z elementarnich jazykd apli-
kaci koneéné mnoha regularnich operaci. Elementarnimi jazyky
zde rozumime prazdny jazyk a jazyky tvofené jedinym slovem
o jednom symbolu.

Jak je z definice iterace 2.2.2 patrné, je i jazyk obsahujici pouze
prazdné slovo regularni, nebot {e} = 0*.

Kazdy regularni jazyk je ziejmé moZné zadat stanovenim pfi-
slu$nych elementarnich jazyki a pfedpisu, jak na né aplikovat
regularni operace. K tomu slouZi tzv. regularni vyrazy.

Definice 2.3.2. MnoZinu RV(Z) reguldrnich vyrazii nad abecedou
z ={ay,...a,}
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definujeme jako nejmensi mnozinu slov v abecedé
{a17 e a,p ®s e’ +9 .9 *, (’)}

[kde e,0, +,.,* (,) jsou symboly nepattici do X spliujici tyto
podminky:

L. 0 eRV(Z),
eeRV(2),
aeRV(Z) pro kazdé aeX.
2. o, BeRV(Z) = (x + B)e RV(Z), (x. f) e RV(Z),
a*eRV(Y).

Kazdy z regularnich vyrazi oznacuje jisty regularni jazyk. Vyraz @
oznaduje prazdny jazyk, e oznaduje jazyk {e}, pro aeX ozna-
¢uje a jazyk {a}. Jestlize a, B jsou vyrazy oznalujici po fadg ja-
zyky L,, L,, potom (x + f) oznatuje L, U L,, («.p) oznaluje
L,.L, a o* oznaCuje L¥. Obecné budeme jazyk reprezento-
vany regularnim vyrazem o oznafovat [a].

Pro zptehlednéni zapisu regularniho vyrazu zpravidla vyne-
chavame nékteré zbyte¢né zavorky. Vynechavame vnéjsi par za-
vorek, dale miZeme vypustit n€které zavorky diky tomu, Ze ope-
race souinu i sjednoceni jazykl jsou operace asociativni. Proto
mizeme napt. misto (((@.b).c).d) psat a.b.c.d (nebo po vy-
nechani tegek abed) a napf. misto ((a@ + b) + (c + d)) miZeme
psit a + b + ¢ + d. Dalsi zavorky mizeme vynechat na zakladé
konvence o priorité regularnich operaci. Nejvyssi prioritu bude
mit operace *, nejniz§i operace +. Budeme tedy napf. psat
a + (bc + d)* a misto (a + (((b.c) + d)*.a)).

Priklad 2.3.3. Regularni vyraz
(01)* 1111(01)* + (0 + 1)* 000
reprezentuje jazyk tvofeny slovy, ktera bud obsahuji podslovo

1111 ptedchazené i nasledované libovolnym poctem dvojic 01,
nebo slovy koncicimi na 000.
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Véta 2.3.4. Kazdy reguldrni jazyk je rozpoznatelny konecnym
automatem.

Dukaz. Pro libovolnou konecnou abecedu X se snadno se-
stroji automaty rozpoznavajici jazyky @ a {a} pro kazdé aeZ.
Véta je tedy pfimym disledkem vét 2.2.11 a 2.2.15 o uzavie-
nosti & vuci regularnim operacim.

Poznamka 2.3.5. Dikazy vét 2.34, 2.2.11 a 2.2.15 naznacuji,
Ze kazdy regularni vyraz « lze ptevést na nedeterministicky auto-
mat &/ rozpoznavajici [a] a pfitom takovy, Ze podet stavi auto-
matu o/ nebude pfili§ pfevySovat pocet symbold obsaZenych v a.
Velikost &/ v zavislosti na « mizeme odhadnout pomérné presné:
Kazdy z elementérnich jazykil {a} (a€Z) lze reprezentovat ne-
deterministickym automatem o nejvyse dvou stavech, jazyky {e}
a () automaty s jednim stavem. Dikazy vét 2.2.11 a 2.2.15 pak
ukazuji, Ze pokud regularnim vyrazim a, f odpovidaji po fadé
nedeterministické automaty o m a n stavech, lze sestrojit nede-
terministické automaty reprezentujici [« + f] a [af], z nichz
kazdy ma m + n stavi. Automat reprezentujici [o¢*] bude mit
m + 1 stavi.

Zvlastni vyznam dodava regularnim vyrazim skutecnost, Ze
jimi Ize zadat kazdy jazyk rozpoznatelny kone¢nym automatem.

Véta 2.3.6. KaZdy jazyk rozpoznatelny koneCnym automatem je
reguldrni.

Dikaz. Bud & = (Q, %,8,4,, F) konetny automat rozpozna-
vajici L. Necht

0=1{qy.q,)-

Pro kazdé i,j (1 < i,j < n) definujme

R.. = {WGZ*; 5(q,~, w) = ‘Ij} >

1

tj. jako mnoZinu slov, kterd pfevadéji automat ze stavu g; do
stavu q;. Ztejme plati, Ze

() Le#)=L=UR,,.

qieF
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Stali proto dokazat, Ze kazdé R;; je regularni jazyk. ProtoZe L
vznika podle (x) kone¢nym sjednocenim (tj. kone¢nym poctem
regularnich operaci) z jistych R, » blyne z regularnosti R, Ze
1 L je regularni.

Dokazujeme tedy, ze pro kazdé i, j je R;; regularni.

Definujme R’,.‘j jako mnozinu slov pfevadégjicich automat ze
stavu g; do stavu g; bez meziprichodu jakymkoliv stavem g,
takovym, Ze m > k. Pro kazdé i, j je zfeym& R;; = Rj;, a proto
staéi dokazat, ze R}; je regularni pro viechna i, j, k (1 < i,j, k < n).
Dtkaz tohoto tvrzeni provedeme indukci podle k.

Zaklad indukce: Pro libovolna i, j je R?j mnozina slov,
ktera prevedou automat ze stavu g; do g; bez meziprichodi ja-
kymkoli stavem. Takova slova, pokud viibec existuji, maji délku
nejvyse 1. Je tedy

R = Z U {e},

a proto je pro libovolna i, j mnoZina Rg. regularni.

Indukéni krok: Predpokladejme, Ze pro jistt 0 <k <n
a viechna i, j je R; regularni. DokaZeme, Ze R}"' je regularni
pro libovolna i, j. R{.‘j“ totiz mizZeme vyjadfit ve tvaru

k+1 __ pk k k * k
(%) R =RjVUR '(Rk+1,k+1) SRiiy o
nebot jestlize w pfevadi automat z g; do gq; bez mezipriichodu
stavem s indexem vy$§im neZ .k 4+ 1, mohou nastat tyto moz-

nosti:

a) Nedojde ani k jednomu mezipriichodu stavem g, , ,. Potom
we R:.‘j.

b) Dojde k m meziprichodim stavem gq,,, (m = 1). Potom
Iz¢ slovo w vyjadfit ve tvaru w = uv,v, ...v,,_,2, kde m délicich
bodi mezi slovy u,v,,v,,...,0,,_,, z odpovida jednotlivym mezi-
prichodiim stavem g, , ,. Potom je

k K k
UER 115 ZER,; ; @ VER | 41

pro véechna [ <m — 1.
Proto je-

K k * pk
WER; 1y '(Rk+ 1.k+1) Ry -
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MnoZina na pravé strané rovnosti (xx) je tvofena Gtyfmi regu-
larnimi operacemi z jazyku, které jsou podle indukéniho pred-
pokladu regularni. Je tedy také R}"' regularni pro vsechna i, j.
Tim je dikaz dokonden.

Shrnutim obou pfedchozich vét dostavame vysledek znamy

jako Kleeneova véta.

Véta 2.3.7 (Kleene). Libovolny jazyk je reguldrni, prdvé kdy
je rozpoznatelny konecnym automatem.

Diky Kleeneové vét€ mizeme jednoduchym zplisobem dokazat
uzavienost tfidy & regularnich jazykd vaci substituci.

Véta 2.3.8. BudiZ X konecnd abeceda a ¢ substituce takovd, Ze
pro kazdé ae X je o(a) reguldrni jazyk. Potom pro kazdy requldrni
jazyk L je o(L) reguldrni.

Dukaz. Necht a,a, (a€ZX) jsou regularni vyrazy takové, ze
a reprezentuje L a pro kazdé aeX vyraz a, reprezentuje o(a).
Jestlize pro kazdé ae X dosadime do a za kazdy vyskyt symbolu
ae X regulami vyraz a, dostaneme regularni vyraz reprezentu-
jict o(L).

Piiklad 2.3.9. Necht

Z ={0,1}, o(0) = [(a + bc*)* bab],
o(1) = [c + (dd)*] a L= [(011)*(01 + ¢)].
Potom
a(L) = [(((a + be*)* bab) (c + (dd)*)(c + (dd)*))*
(@ + bc*)* bab) (¢ + (dd)*) + e)].

Regularni vyrazy uréuji jazyky specifikaci vlastnosti jejich slov
a diky tomu Casto umoziuji zadavat jazyky rychle a pfirozené.

Piiklad 2.3.10. Pfedstavme si situaci, kdy mame navrhnout
automat sledujici ¢innost jistého zatizeni, o0 némz dostava infor-
maci ve formé sledu nul a jedni¢ek. Ukolem automatu je zjistit
okamZik, kdy se v posloupnosti objevi jedna z kombinaci 01001,
1111, 00101, z nichZ kazda signalizuje poruchu zafizeni. Je vidét,
Ze staci sestrojit automat, ktery rozpoznava jazyk tvofeny slovy
koncicimi nékterou z uvedenych kombinaci. Takovy automat se
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dostane do jednoho z koncovych stavi pokazdé, kdyz zpracuje
posledni symbol kterékoliv ze skupin charakterizujicich poruchu.
Popisovany jazyk tedy staci specifikovat regularnim vyrazem

(0 + 1)* (01001 + 1111 + 00101)

a od této specifikace 1ze na zéklad€ postupd, s kterymi jsme se
seznamili, ptejit zcela mechanicky k nedeterministickému ¢&i de-
terministickému automatu a od ného k prisluiné technické reali-
zaci.

S ulohami podobného charakteru se mizeme setkat napf. i pfi
navrhu piekladach programovacich jazykid, kdyz je tfeba se-
strojit lexikalni analyzator vyhledavajici pti priichodu zdrojovym
programem vyhrazena slova (jako napf. begin, while atd.), iden-
tifikatory apod.

Poznamka 2.3.11. Podle véty 2.2.11 jsou prinik dvou regular-
nich jazykt a doplnék regularniho jazyka opét regularni jazyky.
K vytvateni regularnich jazyka je tedy kromé€ operaci sjednoco-
vani, fetézeni a iterace moZno pfibrat navic operaci priniku
a operaci doplitku. V souhlase s tim se regularni vyrazy obohati
o vyrazy typu a & f znacici prinik jazykd reprezentovanych vy-
razy a a f a o vyrazy typu & oznacujici dopln€k jazyka repre-
zentovaného vyrazem o. Mluvime potom o rozsifenych reguldr-
nich vyrazech. Takové rozSifeni nékdy podstatné zjednoduSuje
zapis jazyka. Napfiklad jazyk v abecedé¢ {0, 1} tvofeny pravé
viemi slovy obsahujicimi alespoil jeden symbol 1 se zapiSe vy-
razem O* nebo jazyk v téZe abeced? tvofeny pravé viemi slovy
obsahujicimi sudy pocet symbold 1 a sudy pocet symbola O lze
zapsat vyrazem

(0%10%10%)* & (1*01%01%)* .

/kuste pro zajimavost zapsat oba jazyky obycejnymi regulér-
nmimi vyrazy. Podobn€¢ miizeme rozSifovat regularni vyrazy na
sakladé dalSich operaci, vii¢i nimz je tfida & uzaviena.

Ul rozSifenych regularnich vyrazii ovSem ztracime moZnost
vchicho ptechodu k nedeterministickému kone¢nému automatu,
o ktere jsme mluvili v poznamce 2.3.5.
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ROZSIRUJICI CAST

24. «Regularni rovnice

K dosud probranym moZnostem zadani regularnich jazyki pfi-
pojime je$té vymezeni jazyka jakoZto feSeni soustavy regularnich
rovnic.

Uvedme nejprve jednoduchy ptiklad.

Pfiklad 2.4.1. Necht L je jazyk, jehoz slova jsou tvofena sudym
poctem jednicek nasledovanych skupinou 01110. Tuto charakte-
ristiku miZeme vyjadtit rovnici
(*) X = 11X + 01110.

Resenim této rovnice je takovy regularni vyraz a, Ze po jeho do-
sazeni za X dostaneme ekvivalenci regularnich vyrazi

a = 1la + 01110, tzn. [o] = [11a + 01110].
Snadno se presvédcéime, Ze takovym feSenim je vyraz
X = (11)*01110.
Obecné pro rovnici
(#%) X =aX + 8,

kde a, B jsou regularni vyrazy, je FeSenim napf. kazdy regularni
vyraz

X =o*p +v),
jakmile ee[a]. VEtsinou se zajimime o minimalni Feleni, tj.
vyraz, ktery je feSenim a pfitom popisuje mezi viemi FeSenimi
(**) nejmensi jazyk. Minimalni FeSeni (+) je dano jednoznacng
a je rovno X = o*B. To plyne z nasledujiciho tvrzeni.

Véta 2.4.2. Necht a, B jsou reguldrni vyrazy. Potom
1. Pro kazdy jazyk L vyhovujici vztahu

(#+x) L=[a].LuU[B]

plati, ze L2 [o*].
2. Jazyk [a*B] vyhovuje vztahu (xxx), tzn. a*B = ao*p + B.
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Dikaz. 1. Ze vztahu (xxx) okamZit® plyne, Ze [B] <L
a jestlize L = L, potom [a].L = L. Odtud se indukci odvodi,
7e [a*B] = L.

2. Upravou oo*f + B dostavame

w*B+f=a"f+p=0" +e)f=a*.8.
Tohoto poznatku se vyuZiva pfi feSeni tzv. standardnich sou-
stav regularnich rovnic.
Definice 2.4.3. Standardni soustavou reguldrnich rovnic o ne-

mamych X, .., X, nazyvame soustavu tvaru

Xi=ap+o, X, +o,X,+...+0,X,,1Zi<n,

in““n?>

kdu kazdé a;; je regularni vyraz nad n€jakou abecedou disjunktni
s IX . X }

Standardm soustavy regularnich rovnic se fe$i podobné jako
soustavy linearnich rovnic. Pfitom vyuzivame znalosti feSeni rov-
nice (+x). Vysledkem je minimalni feSeni dané soustavy. Postup
icSeni si ukaZeme na ptikladu.

Ptiklad 2.4.4. Re$me soustavu
(1) X, =01*+1)X, +X,,
() X, =11+ 1X, + 00X,
(3 X,=e+ X, +X,.
Vyraz pro X, z (3) dosadime do (2). Dostaneme soustavu
() X, =01*+1)X, +X,,
(5) X,=11+1X, +00e+ X, + X,) =
=00+ 11 + (1 + 00) X, + 00X, .
/¢ (4) vyjadiime X ;:
() X, =01*+1)*X, =0+ 1)*X,.
| Upravou podle ziejmého vztahu (01* + 1)* = (0 + 1)*.]
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Dosazenim do (5) ziskame
(7) X, =00+ 11+ (14 00)(0 + 1)*X, + 00X, =
=00+ 11 + (1 + 00)(0 + 1)* X,
(protoze 00 € [(1 + 00)(0 + 1)*]).
Ze (7) vyjadiime X ,:
(8) X, =((1+00)(0+ 1)¥)*(00 + 11).
Po dosazeni do (6) mame
X, =(0+ 1)*((1 + 00)(0 + 1)*)*(00 + 11) =
= (0 + 1)*(00 + 11).
Konetné dosazenim do (3) dostaneme
X;=e+(0+1)*(00 + 11) +
+ ((1 + 00)(0 + 1)*)*(00 + 11) =
=e+ (0 + 1)*(00 + 11).

Popsana metoda nabizi dalsi zpisob pfevodu konecnych auto-
mati (i nedeterministickych) na regularni vyrazy.

Pfiklad 2.4.5. Mame-li sestrojit regularni vyraz pro jazyk roz-
poznavany automatem z obr. 27, pak pro vSechna ie{l, 2,3}
ozna¢me proménnou X; vyraz pro jazyk tvofeny vSemi slovy ve-
doucimi ze stavu i do nékterého koncového stavu. Pfimo podle
stavového diagramu automatu sestavime rovnice

X, =e+aX, +aX, + bX,,
X,=bX, +aX,,
X,=e+aX, +aX,.

P
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Resime-li rovnice popsanou metodou, dostaneme pro proménné
X,. X,, X, po tadé jisté regularni vyrazy «,, o,, a,. Jazyk roz-
poznavany automatem je pak reprezentovan vyrazem o, + o,
(ponévadz 1 a 2 jsou polatecni stavy).

25.  Dvousmérné konetné automaty

Definice kone¢ného automatu vychazi z predstavy zafizeni, které
postupné zvné&jiku dostava symboly vstupniho fetézu. Takovymto
spusobem je vstupni slovo zpracovavano napf. u zafizeni s jedno-
smérnou vstupni paskou, tzn. paskou, na niZ je zapsano vstupni
slovo a jejiz obsah je postupné cten hlavou, ktera se v kazdém
taktu posouva o jeden symbol doprava (viz obr. 28). Rozsifime-li
schopnosti koneéného automatu o mozZnost posouvat hlavu po
pisce v obou smérech, dostavame tzv. dvousmémny konetny
automat.

-

[grfea]--- fu -~ | Obr. 28

Definice 2.5.1. Dvousmérny konecny automat nad vstupni abe-
cedou X je petice o = (Q,Z,6,9,, F), kde Q je konetna ne-
prizdnd mnozina stavli, 2 konena neprazdna mnoZina sym-
bolii, q,€Q pocate¢ni stav, F = 0 mnoZina koncovych stavi
a0 0:0xZ->Qx{-1,0,+1} je pfechodova funkce.

Automat & pracuje nad libovolnym slovem w e X* timto zpi-
sobem: MAa-li na pasce napsano slovo w, zaéne vypocet ve stavu
¢, na nejlevéj§im symbolu slova w. Je-li v néjakém okamziku
ve stavu g, ¢te symbol a, a je-li 6(q,a) = (¢, p), pak ptejde do
stavu ¢’ a posune se o poli¢ko doleva (resp. doprava, resp. ne-
posune se), podle toho, je-li p = —1 (resp. p = +1, resp. p = 0).

Slovo w je pfijato, pravé kdyz béhem vypoctu nad w automat
opusti pravy konec slova w v nékterém z koncovych stavil. L{.s/)
oznacuje mnoZinu slov pfijimanych automatem <, tj. jazyk roz-
poznavany timto automatem.
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Dvousmérné konecné automaty jsou zobecnénim konecnych
automatll, a proto jsou samoziejm€ schopny rozpoznat kazdy
regularni jazyk. DokéaZeme i zajimavé a na prvni pohled piekva-
pujici tvrzeni, Ze jiné jazyky neZ regularni tento typ automatl
neni schopen rozpoznavat.

Véta 2.5.2. KaZdy jazyk rozpoznatelny dvousmérnym koneénym
automatem je reguldrni.

Podrobny diikaz této véty mizZe Etenaf najit v knize [20]. Zde
uvedeme jen jeho hlavni myslenky jako ilustraci dal§iho moz-
ného pouziti Nerodovy véty 1.3.3.

Bud &/ = (Q, Z, 3, q,, F) libovolny dvousmérny koneny auto-
mat. Probereme vypocet tohoto automatu nad n&jakym Fetd-
zem wv. UvaZujme, jakym zplisobem se ve vypoctu nad usekem v
projevi skutecnost, Ze je predchazen usekem u. Pfitomnost u se
projevi dvojim zptisobem:

a) Vypolet zapocaty na levém konci fetézu u v po&ateénim
stavu g, dospéje do situace, kdy Cteci hlava poprvé opousti pravy
konec fetézu u v jistém stavu g (ve kterém vstoupi na usek v).
Druhou moZnosti je vypocet, pfi némz hlava nikdy neopusti
pravy konec tuseku u (tzn. automat se dostane do cyklu nad
fetézem u, resp. opusti slovo u na jeho levém konci).

Pro vypocet nad usekem v mi vyznam pouze informace, Ze
automat poprvé vstoupi na v ve stavu g, resp. viibec se na v ne-
dostane. Ostatni vlastnosti fetézu u, ¢i vypoc€tu nad nim, jsou
z tohoto hlediska nepodstatné.

b) Jestlize nékdy béhem vypo&tu opusti automat levy konec
fetézu v v né&jakém stavu ¢, je pro dalsi vypocet nad v dilezité,
v jakém stavu se opét na uUsek v vrati, resp. informace, Ze se
na v nevrati.

Tyto informace lze pro kazdy fetéz u vyjadtit jistou funkci

fi{dlv@—-Quio},

kde gy, O jsou libovolné prvky nepatfici do Q. Hodnota f,(g,)
udavé informaci popsanou sub a), hodnoty f(g) (pro viechna
g € Q) udavaji informaci zminénou sub b). Hodnota 0 odpovida
pfipadu, kdy prava hranice tseku u uz neni v dal§im vypoétu

102



pickro¢ena. Funkce f, je tedy definovana takto: jestlize usek vy-
poctu zahajeny na pravém (resp. levém) kraji fetézu u ve stavu
q€Q (resp. q,) vede k opusténi u na pravém konci ve stavu ¢,
pak poloZime

fda) =4 [resp. £(3,) = 4]

Ve viech ostatnich pfipadech (tj. automat </ opusti levy konec u
ncho viibec neopusti u) polozime

fla) =0 [resp. £(3,) = 0].
Definujme nyni na 2* relaci ~ predpisem

Wy~ Wy fu, = S,
Tato relace je ziejmé ekvivalence. JelikoZ existuje jen koneéné
mnoho riznych funkci {g,} v Q - Qu {0}, je ~ konetného
indexu. Navic pro kazdé weZ* plyne z w, ~w,, Ze také
w,w ~ w,w. JestliZe totiz f, = f,,, bude vypocCet nad tsekem w
ictézu w,w probihat stejné jako vypocet nad w v fetézu w,w. Ekvi-
valence ~ je tedy pravou kongruenci. Koneéné jazyk L(<) je
sjednocenim jistych tfid rozkladu X* podle ~. Pro kazdé slovo
we X* je totiz ziejmé

we L() < f(G,)eF .
Proto také

w, ~ w, = [w, € L() < w, e L(«/)].

Podle Nerodovy véty 1.3.3 je L(</) regularni.

Kazdy dvousmérny koneCny automat je podle naznaCeného
dikazu mozné nahradit ekvivalentnim jednosmérnym koneénym
automatem, ktery miiZze mit tolik riznych stavi, kolik je riznych
funkci

fi{doyve—Qu{o},

tzn. az (n + 1)"* stavd, jestlize |Q| = n. Podrobnéji se k otazce
rozdilu velikosti vychoziho a vysledného automatu zminéné
transformace vratime v ¢l. 2.6.
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V situaci, kdy &teci hlava opusti vstupni slovo, neni dalsi krok
vypoétu definovan a vypocet konci. Pfi navrhu dvousmérného
automatu nam proto bude €asto svazovat ruce moznost, Ze pfi
posunu hlavy miZe dojit k neplanovanému piekrofeni hranice
slova. Vnucuje se otazka, zda neni mozné rozsifit moznosti dvou-
smérmého automatu ohraniCenim vstupniho slova koncovymi
znaky, které ho v¢as upozorni na nebezpeti opusténi pasky.

Definice 2.5.3. Rekneme, 7e dvousmérny koneény automat of
rozpozndvd jazyk L = T(sf) s koncovymi znaky, jestlize pracovni
abeceda automatu je £ u {#} pro n&jaky symbol # ¢ZX a

T(f) = {weZ*; # w#eL(«)}.

Diky poznatkiim o uzavérovych vlastnostech regularnich ja-
zyk@ miZeme snadno zodpovédét otazku, zda koncové znaky
roz§ifuji moznosti dvousmérnych automati.

Véta 2.5.4. KaZdy jazyk rozpoznatelny dvousmérnym koneinym
automatem s koncovymi znaky je reguldrni.

Dikaz. Budiz T(&)= {w; # w # e L(/)} jako v definici
2.5.3. Potom

(*) T(f) = 0,0, (L() N # Z* #).

L(#/) je podle 2.5.2 regularni, a protoze regularni jazyky jsou
uzavieny vi¢i praniku (2.2.11) i viéi kvocientiim, tzn. i deriva-
cim, je podle (x) i T(«/) regularni.

Diky vété 2.5.4 se napi. podatilo zjistit nékteré prekvapujici
uzavérove vlastnosti regularnich jazykt, z nichz dvé uvedeme.

Dasledek 2.5.5. JestliZe L je reguldrni jazyk, potom
1. L, ={u;urel} a
2. L, ={u;uuel}
jsou opét reguldrni jazyky.

Dikaz. Nacrtneme dikaz tvrzeni 2. Diikaz tvrzeni 1 je zcela
analogicky. Jazyk L, (s koncovymi znaky) lze rozpoznat dvou-
smérnym konefnym automatem ./ operujicim takto: o/ &te
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vstupni slovo u zleva napravo a pfitom simuluje ¢innost néja-
kcho kone¢ného automatu &/; rozpoznavajiciho L. Jakmile na-
razi na konec slova, pferusi simulaci, znovu se vrati na poca-
tck u a pokracuje v simulaci <, . Jestlize v okamziku, kdy dojde
podruhé na konec slova, dospéje simulovany vypocdet &/, do
koncového stavu, pfijme &/ vstupni slovo.

Vedle dasledkd véty 2.5.2 stoji za povSimnuti i jeji dikaz.
Zikladni mySlenka tohoto dikazu se totiz v obecnéj§i formé
uplatiiuje i v pokroéilejSich partiich teorie automatt pii zkou-
mani raznych typll automatit s dvousmérnou vstupni paskou.
Podrobnéjsi informace je mozné nalézt napf. v praci [8]. Jiny
mozny pfistup budeme ilustrovat na diikazu zobecnéni véty 2.5.4
pro pfipad nedeterministickych automati.

Definice 2.5.6. Nedeterministicky dvousmérny konecny automat
sc vstupni abecedou je pétice o =(Q,Z, 9,1, F), kde Q je ko-
neénia mnozina stavl, X je konecna neprazdna vstupni abeceda,
I < Q je mnoZina pocatecnich stavl, F < Q je mnozina kon-
covych stavi a

5:0xZ->20 x {-1,0,+1})

¢ prechodova funkce.

Kazdy vypocet o/ nad libovolnym slovem we X* zafina na
prvnim symbolu w v nékterém pocatenim stavu. Je-li v néjakém
okamziku ve stavu g a ¢te symbol a, potom se miiZe posunout
o p policek doprava a piejit do stavu ¢/, jestlize

(4 p)€d(g a).

Slovo w je pfijato, jestlize n€ktery z vypoctd nad nim konci
opusténim pravého konce slova v nékterém koncovém stavu.
1.(«/) oznauje mnoZinu slov pfijimanych automatem .o/, tj. jazyk
rozpoznavany timto automatem.

Véta 2.5.7. KazZdy jazyk rozpozndvany nedeterministickym dvou-
smérnym koneCnym automatem je reguldrni.

Dikaz. Bud o =(Q,Z,6,1, F) libovolny nedeterministicky
dvousmérny koneny automat. Kazdé slovo z L(</) pfijima auto-
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mat o/ n€jakym vypoctem, pfi kterém Zadné policko neni na-
vitiveno podvakrat ve stejném stavu, protoZe ¢ast vypoctu mezi
dvéma nav§tévami policka ve stejném stavu lze vynechat a vznikne
opét ptijimajici vypocet. Vypocty uvedené vlastnosti nazyvejme
pro tuto chvili minimalni.

Nas8im cilem bude sestrojit nedeterministicky konecny auto-
mat &/ ptijimajici pravé slova, ktera jsou automatem ./ pfiji-
méana néjakym minimalnim vypoctem. Z toho, co jsme pravé
ukazali, plyne, e &/ bude rozpoznavat jazyk L(sf). Tim bude
podle véty 2.1.6 dokézano, Ze L(s/) je regularni.

Piejdéme ke konstrukci &7. Oznaéme

0 =2(0) x 2(Q).

Mnozina O je koneéna a je stavovym prostorem automatu 7.

Vysvétleme si vyznam prvki mnoziny Q. Kazdy vypocet auto-
matu &/ uréuje pro kazdou hranici mezi dvéma poli¢ky pasky
tyto dvé mnoZiny stavii:

1. mnozinu K, stavli, ve kterych automat pfechazi béhem
vypoctu danou hranici smérem doprava,

2. mnozinu K, stavli, ve kterych pfechazi hranici smérem do-
leva.

U minimalnich vypoctl dokonce kazdy prvek K, i K, odpo-
vida jedinému ptechodu hranice. Prvky mnoziny ( nazyvejme
pFechodovymi dvojicemi.

Pro libovolné pfechodové dvojice (K, K,), (K}, K5) a aeX
budeme psat

(K1 Ka) = (K7, K3),
jestliZe existuje bijekce

h: K, UK, > K, UK

takova, Ze pro libovolny stav g € K, u K/, plati toto:
a) Jestlize h(g)e K,, potom existuji stavy

qo, sy qk (k ; O)
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takové, Ze

(qi+ 1,0)e 5(‘1." a)

pro viechna i, 0 i<k, g,=q a

(Wg). —1)€ (g a)

[tzn. ze stavu q na poli€¢ku se symbolem a lze piejit — popti-
padé po konecném poctu taktd stravenych na policku — na levé
sousedni politko ve stavu h(g)].

b) Jestlize h(q)e K}, potom existuji qg, ... q, (k = 0) takova,

7e
do = 9, (‘L’+ 1° 0)e 6(‘11" a)

provsechna i, 0 i<k, a

(h(g), +1)e (g, a)

| tzn. ze stavu g na a lze prvni pfechod uskutenit doprava, a to
ve stavu h(g)].

Kazdy prijimajici vypocet nad libovolnym vstupnim slovem
a, ... a, urCuje pro hranice jednotlivych poli¢ek pfechodové dvo-
iice do, .. 4, €Q tak, Ze

i 3@ pro viechna i, 1 £ i< n,
(+) g, =({g},0) pro n&jake qeF,

4o =({a},9) pronejaké gel

(sdc jsme se pro jednoduchost pfidrzeli pfedstavy, Ze na zatatku
vypoctu je hlava v nékterém pocatecnim stavu vloZena na prvni
policko zleva).

Tim jsme ukazali, e kazdé slovo we L(</) je pfijimino ne-
deterministickym kone€nym automatem

o =(0,%,5,1F),
T={({g}.9:q¢eI}, F = {({}.9); g F}

pedda)<y d>p

kde

pro libovolna p,§eQ a aeZ.

107



Zbyva dokazat, ze L(s/) < L(s/). Necht pro libovolné slovo
a,...a,€Z* existuji stavy g, .. d, € Q tak, Ze plati (). Ukazme,
Ze g, .. 4, urCuji n€jaky minimalni pfijimajici vypocet auto-
matu &/ nad a, ... a,. ’

Jestlize G, = ({q},9) a G, = (K}, K}), potom funkce h (jejiz
existence je zajisténa podminkou g, > 4,) udava jisty stav
h(g) € K3, v némZ hlava miZe v souhlase s pfechodovou funkci &
prejit na symbol a,. Stavu h(g) je stejnym zpiisobem pfifazen
stav, v némz stroj mize (doleva nebo doprava) opustit symbol a,.
Takto se postupn& urti pfipustny vypolet stroje, ktery podle (x)
nutné skonéi opusténim pravého konce slova v koncovém stavu.
Tim jsme ovétili, 7e jazyk L(«/) je rozpoznavan automatem /.

Obdobné jako v 2.5.4 se ukaze, Ze i kazdy jazyk rozpoznatelny
nedeterministickym dvousmérnym koneénym automatem s kon-
covymi znaky je reguldrni. Z toho pak analogicky jako v 2.5.5
plyne napf. toto:

Disledek 2.5.8. Jestlize L je reguldrni jazyk, potom

1. L, = {u; weL, pro néjaké v takové, ze |v| = |ul},
2. L, = {u; u = wv pro n&jakd w, v takovd, Ze w*wve L}

Jsou opét reguldrni jazyky.

2.6. Ekonomie popisu regularnich jazyku

U vSech alternativnich zplsobd reprezentace jazyk® Tozpozna-
telnych koneCnymi automaty jsme popsali algoritmus prechodu
k ekvivalentnimu kone¢nému automatu. Zatim jsme se pfili§ ne-
starali, jak velky tento automat bude, protoze konec konci mize
byt jen mezivysledkem, ze kterého lze redukci ziskat vibec nej-
mensi mozny koneény automat reprezentujici dany jazyk.
Uvazujeme-li v8ak o praktickém pouZiti popsanych algoritmil,
dojdeme k otazce, zda jsme jako mezivysledek nepfipoustéli zby-
te¢né velké automaty. Tak napt. algoritmus pfechodu od nede-
terministického k deterministickému automatu 2.1.6 teoreticky
ptipousti, aby z vychoziho nedeterministick¢ého automatu o n sta-
vech byl vytvofen deterministicky automat o 2" stavech. Zkon-
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struovat takovy ,mezivysledek”“ oviem miize byt prakticky ne-
proveditelné i pti pomérné malych n. Naptiklad nedeterminis-
ticky automat o tficeti stavech a dvouprvkové abecedé lze repre-
zentovat tabulkou, ktera se vejde na jednu stranku. Radky ta-
bulky deterministického automatu o 23° stavech by vyzadovaly
pires 35 miliond stranek.

Proto je dilezité prozkoumat moznost, Ze existuje algoritmus
pfevodu nedeterministického automatu na deterministicky, u kte-
rého by tak prudky vzrast velikosti stavového prostoru nena-
staval.

Podobnou otazku vyvolava dikaz véty 2.2.17 o uzavienosti
tiidy regularnich jazykt vici zrcadlovému obrazu. I zde nas algo-
ritmus teoreticky pfipousti exponencialni vzrist stavového pro-
storu. Nebylo by i zde moZné postupovat usporné&;ji?

Odpoveéd na obé otazky dava nasledujici véta.

Véta 2.6.1. Ke kaZdému n > 0 existuje reguldrni jazyk L, v abe-
cedé {a, b} takovy, ze

1. L, je rozpoznatelny nedeterministickym konecnym automatem
o n stavech,

2. redukovany deterministicky automat rozpozndvajici L, ma
2" stava,

3. I} je rozpoznatelny deterministickym automatem o 2n stavech.

Dakaz. Budiz n > 0 libovolné, = = {a, b}. Jazyk L, zadame
nedeterministickym automatem

o, =0,29,1,F,),

Y

ktery je definovan takto:

0,={0,1,2...n—1}, I, = F, = {0},

5,(i, a) ={i+ 1} proviechnai, 0<i<n-—1,
Sn— 1,0) = (0},

J,(i, b) = {0, i} proviechna i, 0 <i<n-—1,
5{0,) =9.

(Na obr. 29 je znazornén automat .o/ .)
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Pro kazdé n > 0 polozme L, = L(s/,). Ov&fme, Ze pro tyto
jazyky plati tvrzeni 1 az 3 véty. Zvolme libovolné pevné n > 0.
Tvrzeni 1 plyne pfimo z definice L,.

!

O =0
b

b Obr. 29

o>

a

Ovéfme tvrzeni 2: Z o/, sestrojme podmnoZinovou konstrukci
deterministicky automat o/, ekvivalentni s «/,. Automat &/, ma
2" stavi.. UkaZeme, e o/, je redukovany, a tim bude tvrzeni 2
dokazano.

a) Viechny stavy ./, jsou dosaZitelné z potateéniho stavu
K, = {0}; specialn& stav K = @ je z K, dosazitelny symbolem b.
Jestlize

0#K={i,..i,},0=5i, <..<i<n-—1,
potom slovo
airTir-1pgir-1=ir-2py  gisTizpgia—ing i

pfevede automat o/, ze stavu K, do K, jak lze snadno ovéfit
indukci. [Napt. slovo a®ba®b prevede automat o/, (viz obr. 29)
do stavu {4, 2,0} a slovo a’ba® pfevede tentyZ automat do stavu
(4.2)]

b) Zadné dva riizné stavy automatu o/, nejsou ekvivalentni:
nechf K, a K, jsou libovolné dva riizné stavy «/,. Bez Gjmy na
obecnosti mtizeme pfedpokladat, Ze existuje ie K, — K,. Sym-
bol a uruje v o/, deterministicky pfechod do nasledujiciho stavu,
tzn. pro libovolné i, j je

ofi. @) = {K}.
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kde
k=(i+jjmodn.

Proto slovo a"~! ptevede ./, ze stavu K, do koncového stavu,
tj. stavu obsahujiciho 0, zatimco totéZ slovo ptevede <, ze stavu
K, do stavu, ktery neni koncovy. Stavy K, a K, proto nejsou
ekvivalentni.

Zbyva ovetit tvrzeni 3. Podle 2.2.17 pfejdeme od automatu &/,
k automatu 4, rozpoznavajicimu If, [na obr. 30a) je automat
4,)

;;{0} A
7/{1,}\1' gf/-{”}b
) "/{3}\0 {4} ;5/-{\‘*15 a5-{0}
0 4 B ) e-{0
a Y\ a{ \b a/ \\b
bCf///bb X\\* ::'Db {1’}( , {2} gi’_{z\}( a5-{0}
"\2 y —y {1} ;5' 1}, 0s-{0)
< 9 {0} as-{0)
a 1))
Obr. 30

Pti ptechodu od 4, k ekvivalentnimu deterministickému auto-
matu 4, (podmnozZinovou konstrukci) dostavame pouze 2n do-
saZitelnych stavii:

{o}, {1}, {2}, ... {n — 1},
Qn - {O}’Qn - {1}” Qn - {n - 1} "
| Na obr. 30b) je stavovy diagram pro g?s.]

Tim je tvrzeni 3 dokazano.

Véta, kterou jsme pravé dokazali, je malou, ale dileZitou ukaz-
kou obecngjsiho jevu, ktery si zaslouZi podrobnéj§i komentaf.

s

Poznamka 2.6.2 (O struénéjsim popisu silngjsimi prostiedky).
PresvédCili jsme se, Ze zobecnéni deterministickych automatii na
nedeterministické nékdy pfina$i moznost vyrazn€ uspornéjsi re-
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prezentace jazyka. Ve vét€ 2.6.4 ukaZeme, Ze dvousmérné konecné
automaty nékdy dovoluji jesté pronikavejsi zkraceni reprezentace
jazyka. Podobny efekt pfinasi vyjadfeni jazykd jako vysledku
operaci nad jednodussimi jazyky, jak jsme se pfesvedcili v tvrzeni 3
pfedchozi véty nebo jak miZe Ctenaf sam ovéfit, zkusi-li vy-
jadtit jazyky L, z véty 2.6.1 pomoci regularnich vyrazi.

V dalsich kapitolach se seznamime s prostfedky pro popis
irSich tfid jazykd zahrnujicich tfidu regularnich jazykd jako
podmnozinu. Silngj$i prostfedky uréené pro jejich reprezentaci
poskytuji zhusténéjsi popisy n€kterych regularnich jazykt. Jiz na
urovni prostfedkd schopnych reprezentovat tzv. bezkontextové
jazyky (kterymi se budeme podrobnéji zabyvat v kap. 4) Ize do-
cilit neomezen¢ho zkraceni popisu nékterych regularnich jazykt
ve srovnani s popisem kone€nymi automaty.

Rozvedme podrobnéji, v jakém smyslu zde mluvime o neome-
zeném zkraceni popisu. Zvolime-li libovoln€ rychle rostouci
funkci f, kterou lze zadat algoritmem, potom k ni existuje neko-
necné mnoho n s touto vlastnosti: Existuje regularni jazyk L,
popsatelny bezkontextovou gramatikou délky n (i zasobnikovym
automatem s prechodovou tabulkou rozsahu n apod.), ale repre-
zentovany redukovanym koneCnym automatem, ktery ma vice
nez f(n) stavi.

Poznamka 2.6.3 (O nevyhodach silnéjsich prostfedki). Pro¢ se
zabyvame studiem konecnych automatdl, regularnich vyraza atp.,
jestlize jsou k dispozici prostfedky umoziiujici reprezentovat jed-
nak vSechny regularni jazyky, a to mnohdy podstatné strucnéji
neZ zminéné nastroje, jednak jesté dalsi, neregularni jazyky?

Divod je prakticky. Sestrojeni konetné reprezentace jazyka
neni zpravidla cilem samo o sobé, ale je vychodiskem pro dalsi
postup — konstrukci zafizeni, zkoumani vlastnosti daného jazyka
apod. V této dalsi fazi nabizeji jednodussi popisovaci formalismy
vyhody, které pfechodem k siln&j8§im prostfedkiim ztracime.

Vime napftiklad, jak od popisu kone¢nym automatem nebo
regularnim vyrazem apod. piejit viceméné mechanicky k odpo-
vidajicimu kone¢nému zafizeni (sekvenénimu obvodu, programu
pouZivajicimu konegny usek paméti apod.). Takova reprezentace
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dokonce dovoluje okamZité odhadnout potfebny rozsah paméti —
deterministicky automat o n stavech bude pfi své realizaci vy-
Zzadovat maximalné log, n bitl paméti, nedeterministicky automat
o n stavech povede na realizaci s maximaln€ n bity paméti atd.
Siln€j8i prostfedky, jako napf. uZ zminéné bezkontextové gra-
matiky, vedou na slozit&j§i systémy vyZadujici potencialné neko-
ne¢nou pamét.

Podobneé se pfi prechodu k siln€j$im prostfedkiim komplikuje
ovéfovani vlastnosti jazyka. Uvedme si jako ptiklad tyto vlast-
nosti jazyka (v jisté abecedg X):

a) jazyk je prazdny,

b) jazyk je roven X*,

c) jazyk je roven jinému danému jazyku,

d) rozpoznavani jazyka lze realizovat sekven¢nim obvodem.

Zabyvame-li se pouze jazyky reprezentovanymi deterministic-
kymi koneCnymi automaty, neni problém ovéfit kteroukoliv
7. uvedenych vlastnosti. Vlastnost d) je splnéna trivialng; ovéfit a)
pouze znamena zjistit, zda néktery koncovy stav automatu je do-
sazitelny; b) se snadno ovéti ptechodem k dopliiku jazyka a po-
dle a); rychly postup pro ovéfeni c) jsme popsali v 1.5.23.

Piejdeme-li k reprezentaci jazykd pomoci nedeterministickych
kone¢nych automatd, zGstava d) trivialnim problémem a také a)
Iz¢ snadno ové&fit. Otazky b) a c) lze teoreticky vzdy vyiesit pre-
chodem k ekvivalentnim deterministickym kone€nym automatim.
To ovéem nemusi byt prakticky proveditelny postup, jak vyplyva
s véty 2.6.1. Dodnes neni znam algoritmus, ktery by ve vSech
piipadech vedl dostate¢n& rychle k zodpovézeni b) a c) a mnohé
nasvédCuje tomu, Ze takovy algoritmus neexistuje (kniha [2]).
U prostfedkli schopnych reprezentovat pravé vSechny bezkon-
textové jazyky se uZ otazky b), c), d) stavaji algoritmicky neroz-
hodnutelné (viz kap. 6), zatimco a) lze pom&rné snadno roz-
hodnout (viz 4.1.2).

Pfechodem k je§té siln&jsim prostfedkiim (napf. pro kontex-
tové jazyky) se i a) stava algoritmicky nerozhodnutelnou otazkou.

Z tohoto hlediska je tieba pohlizet na rizné typy popisu re-
gularnich jazyk i na klasifikaci formalnich jazyku, se kterou se
scznamime v kap. 3. Oboji je diktovano snahou ziskat teoretické
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nastroje, které jsou ,,8ité na miru* ur€itym dulezitym tfidam pro-
blémii.

Na zavér kapitoly uvedeme vysledek tykajici se popisu regu-
larnich jazykt dvousmérnymi kone¢nymi automaty. Algoritmus
z diikazu véty 2.5.2 pocital s tim, Ze pii pfechodu od dvousmér-
ného automatu s n stavy k ekvivalentnimu jednosmérnému auto-
matu se miZe pocet stavii zvysit aZ na (n + 1)**!. UkaZeme, ze
tuto horni hranici nelze podstatng snizit. (V dikazu véty si
vS§imnéte, Ze jazyky, na kterych je strucnéj$i popis dvousmérnymi
automaty demonstrovan, jsou dokonce konetné.)

Véta 2.6.4. Ke kaZdému n > 1 existuje konecny jazyk

L, < {ab,cd}*

takovy, Ze
1. je rozpoznatelny dvousmérnym koneénym automatem (s kon-
covymi znaky) s nejvyse 5n + 5 stavy,
2. redukovany konecny automat rozpozndvajici L, md alespori
n" stavil.
Dukaz. Jazyk L, definujme pfedpisem
L, = {a'ba?b...ba"c"d*; 1<k <n
a1l<i;<n proviechnaj, 1 <j<k}.

1. Dvousmérny automat rozpoznavajici L, pracuje takto:

i) postupuje pfes a a b, dokud nenarazi na c, pak

ii) se vraci aZ k levému koncovému znaku a pfitom kon-
troluje, zda prochazeny usek slova obsahuje pravé n — 1
symboli b,

iii) od levého koncového znaku postupuje doprava a kon-
troluje, zda zadna skupina stejnych sousednich symbold a
neni delsi nez n, potom

iv) zjisti, zda za prvnim symbolem c jsou jenom symboly ¢
a d, od koncového znaku se vrati k c,

v) uréi pocet symbolil ¢, tzn. k a vrati se o n — k symbolid b
doleva,
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vi) zmé&fi prislusnou skupinu symbolii a, pak postupuje do-

prava a
vii) porovna ji se skupinou symboli d,
viii) v Gisp&$ném pfipadé skonéi pfijetim slova.

A Ot,a,b/wl
o
bF1_ g 611 b/r
“/10’ n/loz ﬂHO
b1
a/*f a/fl 1) a/q "

Qc ant
/.

F CZ‘f G, b,o/"f 62 b/C/‘, GJ
dcz, /D af1Q la/~r

Hy 2y, 21Ty,

#/+1

#

#/[+1

#,b/t1 i »,b/frl »;b/*/l O

L —wly =l —= J-

ajt alt1 af+1
abe/+1  abe/t!  abe/+1
n=3, slova tvaru #d'1b &b atictai #,
d(g,a) = (g, %) je zmateno . ek, .
¢ b
Obr. 31
Ctenaf se sam miize presvédCit, ze k tomu staéi 5n + 5 staviL.
Na obr. 31 je graf takového automatu pro L,. Jednotlivym
Castem vypoctu odpovida znaceni stavii podle tabulky

)4,
i) B,
i) D,
) EF,
v) G,
vi) H,
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vii) I,
viii) J.

2. Budiz &/, redukovany automat rozpoznavajici jazyk L,.
Podle 1.3.3 k «, sestrojime pravou kongruenci ~ konetného
indexu takovou, Ze sjednoceni nékterych tfid ekvivalence dava

L,. Staci ukazat, Ze tato kongruence ma alesponi n" tfid:
Jazyk L, ma n” riznych prefixd tvaru

a''ba’*b ... ba" .
Dokazeme, Ze rizné prefixy padnou do riznych tfid ekvivalence,
a tim bude dikaz uzavien.
Budiz
a''ba’ ... ba*" # a’'ba’* ... ba' .
Potom i, # j, pro n&jaké k, 1 < k < n. Kdyby byly oba prefixy
kongruentni, platilo by

@b ... banc*d™ ~ aitb ... bainckd ..

Pritom prvni slovo patii do L, a druhé nikoliv. To je spor s pted-
pokladem, %e L je sjednocenim jistych tfid ekvivalence. Zadné
dva z uvedenych prefixi tedy nejsou kongruentni, a proto tyto
prefixy padnou do n" riznych tfid ekvivalence. Tedy &/, ma
alesponl n” stavi.
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3. POJEM GRAMATIKY

Z ptedchozich kapitol znime dva dileZit¢é a navzajem odli§né
typy konecné reprezentace jazykd. Prvni zplsob, reprezentace
pomoci automat, poskytuje mechanismus, ktery umoziiuje o kaz-
dém slovu rozhodnout, zda do daného jazyka patii, ¢i nikoliv.
Druhy zptsob, charakterizace regularnimi vyrazy, urCuje jazyk
tak, Ze specifikuje vlastnosti slov, ktera do né€ho patfi.

Tato kapitola obohati nas repertoar o dalsi typ reprezentace
jazyk, totiZ o reprezentaci pomoci gramatik, tzn. soustav pra-
videl, podle kterych se vytvafeji pravé vSechny fetézy daného
jazyka.

Aparat formalnich gramatik byl pivodné navrZen pro popis
ptirozenych jazykd. Novou rozsahlou oblast pouZiti ziskal jako
nastroj pro zadavani vysSich programovacich jazykt. Od dob
zavedeni Algolu 60 je uz zcela b&Zné, ze definice urdujici, co jsou
syntakticky spravné napsané programy v urlitém jazyce, mivaji
formu gramatiky.

Gramatiky spolu s automaty jsou nejCast&jsi zplsoby repre-
zentace jazykd a vztahy mezi nimi budou tvofit raimec nasledu-
jicich tfi kapitol. V nich nam ptjde zejména o to, jakym zpi-
sobem pfejit od pravidel ur€ujicich spravné tvofeni slov jazyka,
tj. od gramatiky, k zafizeni rozpoznavajicimu piislu§nost slov
k jazyku, ¢i dokonce provadéjicimu gramaticky rozbor slov. Bu-
deme se zabyvat i metodami, jak obracené na zakladé automatu
urlujiciho, ktera slova do jazyka patfi, najit pro pfislusny jazyk
gramatiku.

ZAKLADNI CAST
31 Prepisovaci systémy, gramatiky

Vytvafkeni slov podle uréité gramatiky se d&je postupnym piepi-
sovanim fetézd v souhlase s jejimi pravidly.
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Definice 3.1.1. Pfepisovaci systém (produkéni systém) je uspo-
fadana dvojice # = (¥, P), kde V je konetna abeceda a P je ko-
ne¢na mnozina piepisovacich pravidel. Kazdé prepisovaci pra-
vidlo (produkce) je uspofadana dvojice (u, v), kde u, ve V*. Pre-
pisovaci pravidlo (u, v) zpravidla zapisujeme u — v.

Definice 3.1.2. Necht # = (V, P) je pfepisovaci systém, u, z € V*.

1. Rekneme, Ze u se pFimo prepise na z, symbolicky u=>,z
(nebo prost& u= z, pokud je z kontextu ziejmé, Ze se jedna
o systétm ), pravé kdyZ existuji slova v, w, x, ye V* takova, ze
u = vxw, z = vyw a x — y je prepisovaci pravidlo z P.

2. Rekneme, Ze slovo u se pFepise na z, symbolicky u=>%z
(nebo u=-*z), pravé kdyz existuje posloupnost

(*) Uy, nth, (1)
slov z V* takovych, Ze
U=u =u=..=>u =z.

Posloupnost () nazyvame odvozenim (nebo derivaci) délky n slova z
ze slova u. Odvozeni (x) se nazyva minimdlni, jestlize u; # u; pro
vechna i # j. Misto ,,u se pfepiSe na z“ fikame také ,,z u se od-
vodi z“ ,,z u dostaneme z“, ,,u generuje z“ atp. VSimnéte si, Ze
relace =* je reflexivni a tranzitivni. (Je to reflexivni a tranzitivni
uzaveér relace =.)

Priklad 3.1.3. Necht
2 = (V, P)
je ptepisovaci systém, kde
v ={0,1}, P = {01 - 10,10 > 01} .
Potom napt.
00110 =*00011,

nebot
00110 = 00101 = 00011
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(vyskyt levé €asti pouzitého pravidla je pro vétsi ptehlednost pod-
trzen). Ale je také

00110=*01100,
neboft
001100 = 01010 = 01100.

Je na prvni pohled vidét, Ze tento prepisovaci systém muizZe pie-
psat kazdé slovo ue {0,1}* na libovolné jiné slovo ve {0, 1}*
se stejnym poctem vyskytd symbolt O a 1 jako ma wu.

Lemma 3.1.4. Jestlize X je prepisovaci systém a u=>*z pro u,
z e V* potom existuje minimdlni odvozeni slova z = u.

Dikaz plyne ptimo z definice. Jestlize totiz derivace neni mi-
nimalni, obsahuje Usek tvaru u,=...= u;, kde u, = u;. Cely
tento usek je mozno vypustit a nahradit slovem u,. Po kone€ném
poctu takovych krokt dostaneme minimalni odvozeni.

Kdykoliv tedy budeme v dal$im textu mluvit o derivaci, mi-
Zeme bez Gjmy na obecnosti predpokladat, Ze se jedna o mini-
malni derivaci.

Definice 3.1.5. Generativni gramatika je uspofadana Etvefice
% =(I,2,S, P), kde IT a ¥ jsou dvé disjunktni kone¢né abecedy,
Sell, a P je konetna mnozina piepisovacich pravidel tvaru
o — B, kde «, B jsou slova z abecedy II U Z, pfiCemz o obsahuje
alespon jeden symbol z abecedy II.

I1 se nazyva mnoZina netermindlii (proménnych), X se nazyva
mnozina termindlit a S je pocdtecni symbol.

Generativni gramatika % = (I1,%, S, P) urCuje pEepisovaci
systém (IT U Z, P). Vyrazy ,(ptimo) generuje®, ,,odvozeni* atd.
v souvislosti s gramatikou % podobné jako symboly =, =* cha-
peme jako tyto vyrazy a symboly definované pro piepisovaci
systém (IT U Z, P).

Jazyk L(%) generovany generativni gramatikou % je definovan
takto:

L(%) = {w; weZ* a S=%w}.
Je tedy tvofen vSemi slovy v terminalni abecedé, ktera lze od-
vodit z pocate¢niho symbolu.
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Piiklad 3.1.6. 1. Necht
% =(I1,%,S,P)
je generativni gramatika, kde
n=1{s}, z={01}, P={S—0S1,5—01}.
OkamZité je vidét, ze
L(%)={0"1";, n> 1}.
2. Necht

¢ =(I1,%,S,P),
kde
I ={S,BC}, Z={ab,c}.

P necht je tvofeno témito pravidly:
(1) S - SaBC,
() S - aBC,

3) 4B — Ba,
(4) Ba — aB,
(5) aC - Ca,
(6) Ca — aC,
()  BC—CB,
8) CB- BC,
9) B -b,
(10) C —ec.

V tomto ptipadé L(¥%) obsahuje pravé viechna neprazdna slova
ze X*, v nichZ se vyskytuje stejny pocet symboll a, b i ¢. Na
ukazku odvodme slovo caabbcbac:

§ =>,8aBC =,, SaBCaBC =, aBCaBCaBC =,
=7yaCBaBCaBC = 5, CaBaBCaBC =,
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=10, caBaBCaBC = ,, caaBBCaBC = o,
=g, caabBCaBC => 4, caabbCaBC =,
=> 10y caabbcaBC => 3, caabbcBaC =,
=y, caabbcBac = g, caabbcbac .

V odvozeni jsou pro leps$i orientaci zapsana i Cisla pouZitych
pravidel.

Ovéfme, 7e gramatika skuteCné generuje dany jazyk. Nejprve
ukazme, Ze kazdé slovo z L(¥%) obsahuje stejny pocet symbolii
a, b, c. Necht we L(%). Potom S=*w a existuje odvozeni

S=>w, =w,=...=>w,=w prongjaké n=>1.
Z tvaru prepisovacich pravidel této gramatiky plyne, Ze viechna
slova v odvozeni maji nutné tuto vlastnost:
Jestlize u(x) oznaCuje poget symbolil x ve slové u, potom
wia) = w/(b) + w,(B) = w{c) + w(C), 1 Si<n.
Protoze w, = w obsahuje pouze terminaly, je
w,(B) = w(C) = 0,

w(a) = w(b) = wic).

Zbyva ukazat, ze kazdé neprazdné slovo tvofené stejnym poctem
symbold a, b, ¢ patti do L(%).

Zvolme proto libovolné slovo w e Z* obsahujici n (n = 1) sym-
bolil a, b, c. Zvolené slovo vytvorime takto:

a tedy

1. Nejprve (n — 1)-krat pouzijeme pravidlo (1), potom jednou
pravidlo (2. Tak vznikne slovo (aBC)".

II. Pomoci pravidel (2) az (8) pteskupime symboly ve slové
(aBC)" tak, aby vzniklo slovo, které se 1isi od slova w pouze tim,
Ze na misté b stoji vZdy B a na misté ¢ stoji C.

1. Pomoci pravidel (9) a (10) zm&nime viechna B na b
a vSechna C na c.

Priklad 3.1.7. Uvedme gramatiku, ktera generuje pravé vSechny
zapisy Cisel pfipustné v jazyce Algol 60. Gramatiku zapiSeme
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v tzv. Backusové—Naurové formé (BNF). V ni se misto sym-
bolu — uziva ::=, neterminaly jsou znaceny slovy uzavienymi
do zavorek ¢ > a vSechna pravidla se stejnou levou stranou se
shrnou do jednoho zapisu tak, Ze se zapiSe spole¢na leva strana,
potom znak ::== a napravo od né¢ho postupné vSechny pravé
strany pravidel oddé€lené svislymi ¢arami.

Pravidla gramatiky vypadaji takto:

(&islo ::= (&islo bez znaménka) |
+ (dislo bez znaménka) |
— (¢islo bez znaménka) ,
(&islo bez znaménka) ::= (desetinné ¢&islo) |
{exponentova &ast) |
{desetinné ¢islo) <exponent.
cast),
{desetinné &islo) ::= {celé islo bez znaménka) |
{desetinna ¢ast) |
{celé Cislo bez znaménka) (de-
setinna Cast) ,
{exponentova &ast) ::= , ,{celé ¢islo),
{desetinna cast) ::= .{celé Cislo bez znaménka) ,

{celé ¢islo) ::= {celé Cislo bez znaménka) |
+ {celé &slo bez znaménka) |
— {celé ¢islo bez znaménka) ,
{celé &islo bez znaménka) ::= (&islice) |
{celé Cislo bez
znaménka) {Cislice) ,
Ceisliced :=0]1]2|3]4]5|6]|7|8]9.
Pocate¢nim symbolem této gramatiky je neterminal (&islo),
terminaly jsou 0, 1, 2, 3,4,5,6.7,8.9, +, —, ., |0, celkem 14 ter-
minalnich symbold. Zkuste sami podle této gramatiky vygene-

rovat slova 299, —.981,,—06 nebo .1234, ktera jsou pfipustnymi
zapisy cisel v Algolu 60.
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Predchozi pfiklad nazorn€ ilustroval geunerativni gramatiku
jakozto navod, podle kterého se vytvareji viechna slova z jazyka
reprezentovaného gramatikou. Jsme-li postaveni pfed ponékud
odli$nou ulohu prokazat pfisluSnost daného slova k jazyku za-
danému gramatikou, snazime se najit odvozeni tohoto slova z po-
catecniho symbolu. Toto odvozeni je n€kdy jednodussi konstruo-
vat pozpatku. Vyjdeme od zadaného slova a jeho jednotlivé sku-
piny symbolll spojujeme do vétSich a vétSich celkl, které nahra-
zujeme pfisluSnymi neterminaly, aZ se nakonec v souladu s gra-
matickymi pravidly podafi celé vychozi slovo redukovat na po-
¢ateéni symbol.

Na tento postup jsme zvykli napf. z rozboru vét Zivého ja-
zyka, jak jsme jej provadéli ve §kole, nebo z rozboru ciziho pro-
gramu v programovacim jazyku.

Tak napf. pfi rozboru textu, o kterém zjiStujeme, zda je eskou
vétou, postupné usuzujeme takto:

Toto je podstatné jméno, toto je ptidavné jméno, toto pod-
statné a pfidavné jméno tvofi podmét atd., aZ nakonec miZzeme
usoudit, Ze pfedloZeny fetéz symboll je gramaticky spravna Ceska
véta.

Podobné pfi rozboru programu miZeme uvazovat takto: ... toto
je identifikator, toto znak pfifazeni, toto je ¢islo, dohromady tvofi
piifazovaci ptikaz, ... to je podminény pfikaz, ... toto je blok,
... je to program v Algolu 60.

Popsany pfistup vede k definici pojmu dualniho k pojmu ge-
nerativni gramatiky.

Definice 3.1.8. Analytickd gramatika je uspofadana ctvetice
4 =(I1,%,S,P), kde II, X, S jsou stejné jako v definici genera-
tivni gramatiky a P je konefna mnoZina uspotfadanych dvojic
a — B takovych, ze a, fe(IT U Z)* a B obsahuje alesponi jeden
neterminalni symbol.

Analyticka gramatika opét uruje prepisovaci systém (IT U X, P),
pomoci ného? lze zavést relace =, =3%. Jazyk L(¥) rozpoznd-
rany analytickou gramatikou ¥ je definovan takto:

L(%) = {w;weZ* a w=*S}.

123



Je ziejmé, Ze ,,obracenim Sipek* v pravidlech libovolné gene-
rativni gramatiky ¢ dostaneme analytickou gramatiku ¥’ takovou,
7e L(%) = L(¥'). a obraceng, stejnym zplsobem lze od analytické
gramatiky pfejit k ekvivalentni generativni gramatice. Z toho je
vidét, Ze oba pojmy jsou rovnocenné a Ze se miZeme omezit bud
pouze na generativni, nebo pouze na analytické gramatiky. V dal-
§im vykladu se proto budeme zabyvat pouze generativnimi gra-
matikami, takZe slovo ,,generativni“ budeme vypoustét a budeme
mluvit prosté o gramatikach.

3.2. Chomského hierarchie

Neékteré jazyky lze generovat i gramatikami, které maji ptepiso-
vaci pravidla specialniho typu, tj. nepouZivaji viech moZnosti na-
bizenych obecnou definici gramatiky. M4 proto smysl tfidit gra-
matiky podle tvarii pravidel, kterd obsahuji. Nejstar§i a nejzna-
méj8i klasifikaci gramatik zaloZenou na tomto principu je klasi-
fikace, kterou zavedl N. Chomsky.

Definice 3.2.1. 1. Gramatiku ¢ v obecné formé tak, jak byla
definovana v 3.1.5, budeme nazyvat gramatikou typu 0. Jazyk ge-
nerovany gramatikou typu O se nazyva jazyk typu 0.

2. Gramatika ¢ = (I, Z, S, P) se nazyva gramatika typu 1 nebo
kontextovd gramatika, pravé kdyz kazdé ptepisovaci pravidlo z P
je tvaru

aXp - ayf,
kde o, fe(MU Z)*, X eIl a ye(IT U Z)* (tzn. |[y| = 1). Jedinou
vyjimkou muZe byt pravidlo S — e, jehoz vyskyt v8ak znamena,
Ze S se nesmi objevit na pravé strané Zadného pfepisovaciho pra-
vidla z P.
Jazyk typu 1 nebo kontextovy jazyk je kazdy jazyk, ktery lze
generovat néjakou kontextovou gramatikou.

3. Gramatika typu 2 neboli bezkontextovd gramatika je kazda
gramatika ¢ = (I1, Z, S, P), kde P obsahuje pouze pravidla typu

X -y,
kde Xell a ye(Il v Z)*
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Jazyk se nazyva bezkontextovy nebo typu 2, pravé kdyz jej lze
generovat n€jakou bezkontextovou gramatikou.

4. Gramatika % = (II, X, S, P) je typu 3 neboli reguldrni (nebo
také pravd linedrni), jestlize kazdé pravidlo z P je bud tvaru

X - wY, nebo tvaru X - w,

kde X, Yell, weZ*.
Jazyk se nazyva reguldrni neboli typu 3, jestlize jej lze gene-
rovat regularni gramatikou.

Poznamka 3.2.2. Nazev ,regularni jazyk" jsme zavedli uz v 2.3
pro jazyk reprezentovany regularnim vyrazem. V €l. 3.3 ukazeme,
Ze se v obou pfipadech jedna o tutéZ tfidu jazykd.

Poznamka 3.2.3. Pouziti kontextového pravidla aXpf — ayf
1 bezkontextového pravidla X — y ma stejny efekt: Neterminal X
se prepiSe na y, ostatni €asti slova zlistanou nezménény. V prvnim
pfipadé vSak k tomu dojde jen tehdy, jestlize X je obklopeno
fetézy o a f, tj. mozZnost pfepsat X na y zavisi na kontextu, ve
kterém se X vyskytuje. Ve druhém pfipad€ piepsani X na kon-
textu nezavisi. Toto pozorovani vysvétluje, pro¢ se gramatiky
typu 1 nazyvaji kontextové a gramatiky typu 2 bezkon-
textove.

Poznamka 3.2.4. Posledni véta v definici kontextové gramatiky
hovotici o pravidle S — e je do definice pojata pouze proto, aby
dalsi teorie byla co nejjednodussi, specialné aby platilo tvrzeni
3.2.6. Jiny vyznam tento poZadavek nema. Na druhé strané je
podminka, aby |y| = 1, velmi dilezita.

Oznacteni 3.2.5. Symbolem %, (pro i = 0, 1, 2, 3) budeme znagit
ttidu vSech jazykid typu i.

Tvrzeni 3.26. ¥, 2%, 24,2 %,.

Dukaz. Inkluze £, 2 %,, £, 2 %, plynou piimo z defi-
nice 3.2.1, nebof kazda gramatika typu 1 je také typu 0 a kaZzda
gramatika typu 3 je také typu 2. Takovy vztah neplati mezi gra-
matikami typu 2 a typu 1, protoZe bezkontextové gramatiky
mohou napf. obsahovat vét$i pocet pravidel typu X — e, zatimco
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kontextova gramatika miZe obsahovat pouze jediné pravidlo
s prazdnym slovem na pravé strang€, a to S — e, pfiCemZ S se
pak nesmi vyskytovat na pravé strané zadného pravidla. Vztah
¥, 2 ¥, proto plyne az z véty 3.2.8, ktera ukazuje, ze kazdou
bezkontextovou gramatiku lze upravit tak, aby spliiovala poza-
davky kladené na kontextové gramatiky a pfitom stale genero-
vala ptivodni jazyk.

Tato véta nam kromeé toho pozdgji poslouzi jako uZitecné tech-
nické lemma pfi studiu bezkontextovych jazyk.

Definice 3.2.7. Bezkontextovd gramatika se nazyva nevypousté-
jici, jestlize neobsahuje Zadné prepisovaci pravidlo tvaru X — e.

Véta 3.2.8. Ke kaZdé bezkontextové gramatice ¥ existuje ne-
vypoustéjici bezkontextovd gramatika %, takovd, Ze

L(#,) = L(9) - (¢}
Jestlize ee L(%), potom existuje bezkontextovd gramatika
¢ =(IT'ZS,P)

takovd, ze L(%) = L(¥'), jediné pravidlo s e na pravé strané je
S’ — e a S’ se nevyskytuje na pravé strané Zddného z pravidel v P’

Dukaz. Ke gramatice 4 = (I, Z, S, P) zkonstruujeme grama-
tiku 4, = (I, %, S, P,). Nejprve sestrojime mnozinu

U=({Xell; X =>*¢}.

Tuto mnoZinu vytvaiime postupné. Nejdiive do ni zahrneme
viechny neterminaly X takové, Zze P obsahuje pravidlo X — e.
Potom prohlizime mnoZinu P a pfidime do mnoZiny U vSechny
neterminaly X takové, Ze v P je pravidlo X —»a a aeU*
S takto rozsifenou mnoZinou U opakujeme stejnou proceduru
a pak opét, tak dlouho, az do U neni moZno pfidat novy ne-
terminal. Ideu konstrukce miiZeme matematicky presné vyjadftit
takto: definujeme

U, ={Xell;X >eeP},

U,,, = U;w {X; existuje a e U} takové, 7e X — ae P}.
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Zigimé plati, 2¢ U, < U, = ... € II. Protoze Il je konetna,
existuje pfirozené Cislo n, pro které je U, = U,,,. Z definice
U,,U,,... plyne,ze U, = U, prokazdé k = 1. Proto U, = U.

Na zakladé U sestrojime mnoZinu P, takto: P, obsahuje pra-
vidlo X — o, pravé kdyz

1. a # e a soucasné

2. v P je obsaZeno pravidlo

XoB, B=7Y7Y Y Ymirs
kde m = 0,
a) v3echna Y, patti do U,
b) v Zadném v, se uz symbol z U nevyskytuje a
¢) o lze dostat z B vynechanim né&kterych (tfeba Zadnych)
symboli z Y,..., Y.
Dokazme, Ze

L(#,) = L() - {¢}.
Je celkem zfejmé, Ze

L#,) = L(%) — {e}.
Kazdé odvozeni podle ¢, lze totiz simulovat odvozenim podle ¥
takto: jestlize v odvozeni podle ¢, je pouZito nékteré z pravidel,

kterda ma oproti ¢ navic, napf. pravidlo X — «, kde a vzniklo
z B=vY .Yy, vypuittnim n€kterych Y, potom na pfi-

m

sluSném mist€¢ odvozeni podle ¥ se pouzije pravidlo X —
a potom se z pfisluSnych Y; vygeneruje e, coz je mozné, nebot
Y.e U, atedy Y, =% e Tim jsme dokazali, ze

L%, = L(%).

JelikoZ ¢, neobsahuje podle definice P, Zadné vypoustéjici pra-
vidlo, nemiiZe byt v L(%,) obsaZeno prazdné slovo, a proto

L#,) < L) - {¢}.
Ukazme jeste, Ze
L(%) - {e} = L(¥)).
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Necht
weL(®) — {e} .

Jestlize pfi odvozeni S =% w byla pouZita pouze pravidlaz P, n P,
je také we L(%). Zbyva probrat pfipad, kdy byla pouzita pra-
vidla z P, kterd nepatfi do P,. To jsou pouze pravidla tvaru
X — e. Jejich pouziti Ize v ¢, obejit vhodnym pouZitim pravidel,
ktera ma ¢, navic oproti 4. JestliZze totiZ je v odvozeni w podle
% pouZito pravidlo X — e, pak Y=* X => ¢ pro néjaky neter-
minal Y, ktery byl v pfislusném odvozeni vygenerovan néjakym
pravidlem Z — nY¢&, kde n nebo ¢ se dale prepi§i na neprazdné
slovo. Toto pouZiti pravidla miizeme nahradit pravidlem Z — n'&,
kde " a & vzniknou z # a £ vypuSténim téch vyskytd netermi-
nal, které se v dalsim pfepisi na prazdné slovo. Pravidlo Z — ¢’
je podle definice v P,. Tim je dok4zana prvni Cast véty.

Predpokladejme nyni, Ze e € L(%). Nejprve zkonstruujeme gra-
matiku ¥, jako v prvni ¢asti dikkazu a potom vytvofime gra-
matiku

g =Mu{s},Z8 P, ul{S—>eS —>S}.

Pro tuto gramatiku plati, ze
L¥) = L(%,) v {e} = L(¥)

a mnozina pravidel ma poZadované vlastnosti.

V dalSim textu budeme u bezkontextovych gramatik pravidla
se stejnou levou stranou zapisovat zkracené tak, jak jsme se s tim
setkali jiz v pf. 3.1.7, tzn. napf. misto

X -a,

X —a,,

budeme psat
X oo o, ]a,.
Casto budeme gramatiky zadavat pouze mnozinou jejich pra-

videl. V tom pfipadé neterminaly budou oznaéeny velkymi pisme-
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ny, ostatni znaky budou terminaly. Pocatecni symbol bude ozna-
¢en S. Na vSechny odchylky od této imluvy budeme vyslovné
upozoriiovat.

Pfiklad 3.2.9. Gramatiku ¥:
S —aSbA |e,
A - aBbA |bCb|CD,
B — bbBa|aS,
C > adad|e,
D - SC|aABb

pfevedeme (postupem z 3.2.8) na nevypoustgjici gramatiku %,
generujici jazyk L(¥%) — {e}

U, = {s,C},

U, = {S,C,D},
U, = {S,C,D, A},
U,=U,=U.

Gramatika ¢, vypada takto:
S ~—>aSbA|abA|aSb|ab,
A — aBbA|aBb|bCh|bb|CD|D|C,
B — bbBa|aS |a,
C > adaA|aaA|ada|aa,
D—SC|C|S|aABb|aBb.

Pro ilustraci uvedme odvozeni slova aabbbb v gramatice ¢ a jemu
odpovidajici odvozeni v 4 :

q. S = aShA = aaSbAbA = aabAbA = uabCDbA =
= aabDbA = aabSCbA = aabCbA => aabbA =
= aabbbCb => aabbbb ,

Y,: S = aSbA = aabbA = aabbbb .

129



3.3. Regularni gramatiky a jazyky

V tomto ¢lanku ukaZeme, Ze jazyky typu 3 jsou pravé jazyky
rozpoznatelné koneénymi automaty a Ze je tedy nazev ,regularni
jazyky“ zavedeny v 3.2.1 v souladu s pfedchozim nazvoslovim
z ¢l 2.3

Véta 3.3.1. Nechf L je jazyk rozpoznatelny koneCnym automa-
tem. Potom L je jazyk typu 3.

Dukaz. Necht L = L(%/) pro n&aky konetny automat
= (Q,Z,é"IO’F)-
Definujme gramatiku 4 = (Q, X, q,, P) takto:
P={g—aq;dga =q,9.9d€QaeZ}u
u{g—>eqeF}.

Z definice % je vidgt, Ze pro libovolné a, ...a,eX* a stav qeQ
je 4o =% a, ...a,q, pravé kdyz o ze stavu g, pfejde na zakladé
a, ...a, do g. Proto

a,..a,el(#)<>q,=>%a,...a9
pro néjaké ge F
<>q,=>%a,...a,,

nebot g — e patfi do P pravé pro koncova q. Pro kazdé ne-
prazdné slovo w je tedy

weL()<>weL(¥).
Probereme jesté zvlast pfipad prazdného slova
eel(f)<>qyeF<>q,>ecP<ecL(¥).
Uhrnem dostavame, ze L(%) = L(«).

<-—¢a

VA

41— 21 Obr. 32
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Piiklad 3.3.2. Automatu z obr. 32 odpovida regularni gra-
matika

‘10_’0‘10|1‘11 |e,
q, _’0‘10|1‘12v
4, = 0q,y| 19, ,

v niZ q,, 4, 4, jsou neterminaly, 0, 1 terminaly a g, je po¢ate¢ni
symbol.

K vét& 3.3.1 plati také véta obracena. Nez to dokazeme, vy-
slovme jednoduché pomocné tvrzeni.

Lemma 3.3.3. Ke kaZdé gramatice typu 3 existuje s ni ekviva-
lentni gramatika typu 3, kterd md pouze pravidla tvaru

X —-aY, X > Y nebo X —e,

kde X, Y jsou netermindly a a je termindl.

Dakaz. Budiz ¢ = (I1, Z, S, P) libovolna gramatika typu 3.
Sestrojme gramatiku ¢’ = (I1, Z, S, P’), kde P’ bude
(1) obsahovat viechna pravidla typu

X—-aY, X-Y, X—>e
patftici do P,
(2) misto kaZ?dého pravidla tvaru

X-a ..aY (nz2a,..,a,€2)

patficiho do P bude do P’ zahrnuta soustava pravidel
X-aY,Y,>aY,..,Y >aY,

kde Y,,..., Y, jsou nové pfidané neterminaly nevyskytujici se

v Zadnych jinych pravidlech P/,
(3) misto kazdého pravidla tvaru

m

Z-b,...b, (m21b,..b,eX)
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patticiho do P bude do P’ zahrnuta soustava pravidel

Z-bZ, ,Z, -b,2Z,..,2

lqzmzm’ Zm-’e7

kde Z,, ..., Z, jsou opét nov€ piidané neterminaly.

MnozZina IT' bude tvofena vSemi neterminaly vyskytujicimi se
v pravidlech P'.

Nové vytvorena gramatika je zfejm€ pozadovaného tvaru a je

s ¢ ekvivalentni, nebot aplikaci kazdého pravidla 4 nepatticiho
do ¥’ 1ze v ¢’ nahradit postupnou aplikaci odpovidajici soustavy
pravidel. Obracené kazdé pravidlo ¢’ nepatfici do ¥ je Casti né-
které soustavy popsané sub (2) a (3). ProtoZe nové pfidané ne-
terminaly se nevyskytuji mimo pfisluSnou soustavu, je nutné
v kaZdém odvozeni terminalniho slova podle ¥’ takovou sou-
stavu aplikovat celou v n€kolika na sebe navazujicich pfepsanich.
Aplikace celé soustavy pravidel je oviem rovnocenna aplikaci od-
povidajiciho pravidla ¢ a lze ji v odvozeni podle ¥ aplikaci to-
hoto pravidla nahradit.

Piiklad 3.3.4. Ke gramatice

N | |B ,
A — aaA | bba,
B — bA|baB|e

se konstrukci z dikazu 3.3.3 sestroji ekvivalentni gramatika
S —A|B,
A —ad,|bC,,
A, - a4,
C, -»bC,,
C, »aC,,
Cy,—e,
B—bA|bB, e,
B, »aB.

Véta 3.3.5. KaZdy jazyk typu 3 je rozpoznatelny konecnym auto-
matem.
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Dukaz. Necht L= L(%) pro n&akou gramatiku % typu 3.
Podle 3.3.3 miZeme ptedpokladat, Ze ¥ = (11, X, S, P) ma pouze
pravidla tvaru X - aY, X > Y, X — e. Sestrojime zobecnény
nedeterministicky koneény automat o = (Q, 2,1, F) rozpozna-
vajici L(%). Tim bude diikaz uzavien, protoZe podle 2.1.13 lze &
prevést na ekvivalentni koneény automat. Definujme

Q=1,1={S}, F={Z;Z - e je pravidlo z P},
8Z,a)={Y;Z > aY jev P}
pro libovolnd ZeQ, aeZ,
5Z,e)={Y;Z—>Yjev P}
pro libovolna Z e Q.
Potom ziejmé pro libovolné Z, Ye Q, ue X* plati, Ze
X =ZuY,
pravé kdyz (X, u) =% Y (viz 2.1.11). JelikoZ pro libovolné we X*
plati, ze
S=%w,
pravé kdyz S =*wY = w, pro né&jaké Y takoveé, Ze Y — e patii
do P, je také

S=>*we(S,w)F%Y
pro néjaké YeF, tzn.
S=>*w,

pravé kdyz we L().
Ovetili jsme, Ze L(sf) = L(%).

Priklad 3.3.6. Ke gramatice 4:

S —>4|B,
A—»aaA|bba,
B —bA|baB|e

sestrojime ekvivalentni zobecnény nedeterministicky konecny
automat.
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Vychozi gramatika neni ve tvaru, ktery pfedpoklada dikaz
véty 3.3.5. Do tohoto tvaru je mozno ji pfevést tak jako v pt. 3.3.4.
Z takto ziskané gramatiky je pak podle popsané konstrukce

b

a
«— - — o P
S ad
NN
4
-.‘/
S\ b
]
b
- = Obr. 33
#pg~a
moZno prejit k automatu znazornénému na obr. 33. Ctenaf se
muZe sam presvédCit, Ze k tomuto automatu lze pfejit pfimo
od gramatiky 4.
Viimneme si jeSté, Ze stejnou generativni silu jako regularni
gramatiky maji i bezkontextové gramatiky, u nichZ se na prave

strané kazdého pravidla vyskytuje nejvyse jeden neterminal, a to
pouze jako levy krajni symbol.

Definice 3.3.7. Gramatika % se nazyva levd linedrni gramatika,
jestlize ma pouze pravidla typu X — Yw nebo X — w, kde X, Y
jsou neterminaly a w Fetéz terminald.

Véta 3.3.8. Jazyk je generovatelny levou linedrni gramatikou,
pravé kdyz? je reguldrni.

Dikaz. Budiz 4 = (I1, Z, S, P) leva linearni gramatika. Defi-
nujme gramatiku ¥’ = (I1, Z, S, P') pfedpisem

Xo>oReP<X >aeP.

Potom ¥’ je zfejmé prava linearni gramatika neboli gramatika
typu 3. Dale je vidét, ze

L) - [LE).
Tedy jazyk L je generovatelny levou linearni gramatikou, pravé
kdyz I} je typu 3, coZ je podle 2.2.17 pravé tehdy, kdyZ L je re-

gularni.
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Z toho, co jsme zatim dokazali, dostavame charakterizaci re-
gularnich jazykt jakoZto jazyku, které lze generovat gramatikami
splitujicimi dv€ vlastnosti:

1. béhem libovolné derivace se v kazdém fetézu vyskytuje nej-
vySe jeden neterminal;

2. tento neterminal se vyskytuje vZdy na pravém (resp. levém)
konci slova.

Uvedme ptiklad gramatik porusujicich nékterou z obou pod-
minek a generujicich uz jazyk, ktery neni regularni.

Piiklad 3.3.9. 1. Gramatika
S—>aSB|e, B—>b

generuje jazyk L= {a"b";n = 0}, ktery podle 1.3.6 neni regu-
larni.
2. Gramatika

S—aS, |e, S, > Sb

generuje tentyZ jazyk L.

Druha z gramatik kombinuje pravidla pfipustna u levé linearni
gramatiky s pravidly pfipustnymi u pravé linearni gramatiky
a generuje uZ jazyk, ktery neni regularni. UkaZeme, Ze takové
gramatiky uZ mohou generovat viechny tzv. linearni jazyky.

Definice 3.3.10. Gramatika se nazyva linedrni, jestlize obsahuje
pouze pravidla tvaru X — uYv nebo X — u, kde X, Y jsou ne-
terminaly a u, v fetézy terminald.

Jazyk se nazyva linedrni, jestlize je jej moZno generovat né-
kterou linearni gramatikou.

Lemma 3.3.11. KaZdy linedrni jazyk je moZno generovat gra-
matikou, kterd ma pouze pravidla tvaru X — uY nebo X — Yu
nebo X — u, kde X, Y jsou netermindly a u Fetéz termindlil.

Dukaz. Libovolnou lineari gramatiku ¢ = (11, Z, S, P) zmé-
nime na gramatiku v popsaném tvaru tak, Ze kazdé pravidlo
tvaru X — uYv nahradime dvojici pravidel

X-uZ,Z7Z - Yv,
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kde Z je nové pfidany, v jinych pravidlech se nevyskytujici ne-
terminal. Ostatni pravidla zlistanou beze zmény.
Disledek 3.3.12. T¥ida reguldrnich jazyki je vlastni podtiidou

linedrnich jazykii.

Dukaz. Plyne okamzZit€ z 3.3.9 tvrzeni 2 a 3.3.1 tvrzeni 1.
ROZSIRUJICT CAST
34. Kategorialni gramatiky

Kategorialni gramatiky (viz ¢l. [5]) jsou dal§im z teoretickych na-
strojii navrZzenych ke zkouméani ptirozenych jazykd. Byly zave-
deny pfiblizné ve stejné dobé jako generativni gramatiky, na roz-
dil od nich se vsak mimo ramec lingvistiky dosud podstatnéji
neuplatnily.

Definice 3.4.1. Budiz A4 konecna abeceda (mnoZina primitivnich

kategorii). MnoZinou kategorii nad A nazyvame nejmensi mno-
Zinu slov K(A) takovou, ze

1. A < K(A),

2. jestlize slova « a f patti do K(4), potom slova («/B) a (x\B)
patfi do K(A4).

Priklad 3.4.2. (a/(a/a)), ((a\b)/a), (((b/a)/b)\(a\a)) jsou kate-
gorie nad {a, b}.

Definice 3.4.3. Retézy kategorii zjednoduSujeme témito dvéma
redukcnimi pravidly:

1 BB,
(2) B(B\o) = a,
kde a, B oznacuji libovolné kategorie.

Priklad 3.4.4. Retéz kategorii

(a/(b\a)) (b\a) (a\b)
Ize podle pravidla (1) zredukovat na a(a\b) a dale podle (2) na b.
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Definice 3.4.5. Kategoridlni gramatikou budeme nazyvat kazdou
ctveticl A = (2, 4, £, s), kde X je koneEna abeceda, A je konetna
mnozina (primitivnich kategorii), se A (cilova kategorie) a f je
sobrazeni, které kazdému prvku x e X pfifazuje koneCnou mno-
zinu kategorii nad 4, tzn. f: Z — P, (K(A)).

Priklad 3.4.6.

A =(Z,4,sf),
kde
2= {0, 1,2}, A= {a,b,s}

1(0) = {a,(s\(a\s))},
J(1) = {b,(s\(b\s))} »
1) = {s},

j¢ kategorialni gramatika.

Kazda kategorialni gramatika % = (Z, 4, s,f) umoZiiuje pti-
radit libovolnému slovu ze £* mnoZinu fetéz kategorii timto
picdpisem:

fla,a, ...a) = f(a,) f(as) ... f(ay)-
Tak gramatika z pf. 3.4.6 pritazuje slovu 021 fetézy kategorii
asbh,
as(s\(b\s)),
(s\(a\s)) sb,
(s\(a\s)) s(s\(6\s)) -
Definice 3.4.7. Jazyk L(X’) reprezentovany kategoridini grama-

tikou A = (Z,A,s,f) je tvofen viemi slovy weZ™, kterym
sobrazeni f ptitazuje néjaky fetéz kategorii

a0, ..., €f(w),
ktery lze redukénimi pravidly (podle 3.4.3) pfevést na cilovou

kategorii s.
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Priklad 3.4.8. Gramatika )" z pf. 3.4.6 reprezentuje jazyk
L= {w2w*;we {0, 1}*},

jak muZe Ctenaf sam ovéfit. Jenom poznamenejme, Ze napf. slovu
01210 patficimu do L lze ptifadit kategorii

abs(s\(b\s)) (s\(a\s)),

kterou lze postupné redukovat takto:

abs(s\(b\s)) (s\(a\s)) =
= ab(b\s) (s\(a\5)) =
= as(s\(a\s)) = a(a\s)=s.

Naproti tomu Zadna z kategorii pfifazenych napf. slovu 021 se
neredukuje na s, coZ je v souhlasu s tim, Zze 021 ¢ L.

3.4.9. (Navrh kategorialni gramatiky.)

Schopnost popsat néjaky predem dany jazyk pomoci ur€itého
formalismu se ziskava cvikem. Po prostudovani pfikladi gra-
matik a teoretickych nastroji potfebnych pro jejich transformace
uvedenych v této knize ziska Ctenaf alesponi zakladni zb&hlost
v uZivani generativnich gramatik. Navrh kategorialnich gramatik
vSak vyZaduje ponékud odliny zplsob mysleni, a proto mu vé-
nujme alespon n€kolik nasledujicich fadkd. Budeme ptfitom uZzivat
slova ,kategorie” zprvu v intuitivnim smyslu, a to ve fazi, kdy
budeme zji§tovat, Ze v daném jazyce jsou rizné kategorie sym-
bold a tyto kategorie budeme verbalné vymezovat. (Symbol miZze
byt nékolika riznych kategorii.) Jednotlivé kategorie vymezime
jejich vzajemnymi vztahy. Teprve zachyceni téchto vztahi vede
k formalnimu zapisu kategorii, ktery zname z definice 3.4.1.

Pii vytvateni kategorialni gramatiky popisujici ur€ity dany
jazyk se snaZime najit viechny role, které mohou jednotlivé sym-
boly abecedy hrat ve spravné utvotenych slovech, ur€it jejich vza-
jemné vztahy a v souhlase s tim urcit kategorie symbold.

Tak napft. v jazyce

L= {w2w®; we {0, 1}*}

jsou nutné dvé kategorie vyskytt u kazdého ze symboli 0, 1. Do
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jedné kategorie spadaji vyskyty nalevo od symbolu 2, do druhé
vyskyty napravo od 2. Samotny symbol 2 patii do L, a proto
jedna z kategorii, které budou ptifazeny 2, musi byt cilova ka-
tegorie s.

Ozna¢me prozatimné vytypované kategorie a, d, b, b, s.

0 je kategorie a, lezi-li nalevo od 2,
0 je kategorie a’, leZi-li napravo od 2,
| je kategorie b, leZi-li nalevo od 2,

| je kategorie b’, lezi-li napravo od 2,
2 je kategorie s.

Zjistéme vztahy mezi ziskanymi kategoriemi. Jestlize ke spravné
utvofenému slovu (tj. slovu kategorie s) ptipojime zleva i zprava
symbol 0, vznikne opét slovo z jazyka L. Proto by méla byt
mozna redukce

(%) asa’ =*s.

Tento vztah umoZiiuje vyjadrit kategorii ' pomoci a a s. Re-
dukce (*) bude mozna, bude-li napf. fetéz sa’ kategorie (a\s), jak
s¢ miZeme presvédéit dosazenim. Retéz sa’ pak bude kategorie
(a\s), bude-li a' kategorie (s\(a\s)). Tim jsme pro symbol 0
siskali kategorie a a (s\(a\s)). Podobng z definice jazyka L plyne,
7¢ ma byt mozna redukce bsb’ =*s. Odtud podobng jako u (x)
nahradime b’ kategorii (s\(b\s)). Takto jsme ziskali gramatiku
/. pt. 3.46.

Ziskana gramatika neni jedinou moZnou reprezentaci jazyka L.
Symbolu 0 bychom mohli ptifadit dvojici kategorii (afs), (a\s),
apod.

Ttida kategorialnich gramatik je zajimava zejména pro odlisny
piistup k popisu jazyka. Jejich generativni silu je mozZné vy-
jadfit v terminech Chomského hierarchie.

Véta 3.4.10. [5]. Jazyk je reprezentovatelny kategoridlni gra-
matikou, prdvé kdyZ je bezkontextovy a neobsahuje prazdné slovo.

Dikaz véty, ktery je znacné rozsahly, miZze Ctendf najit
v ClL [5]
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3.5. Makrogramatiky

Zavedeni tohoto typu gramatik bylo inspirovino mechanismem
generovani maker pri prekladu programovacich jazykd.

Tvar makrogramatik, se kterym se zde seznimime, je oproti
pivodni definici (v praci [10]) pongkud zjednodusen. I v této
verzi jsou v8ak makrogramatiky podstatnym zesilenim aparatu
bezkontextovych gramatik. Povahu tohoto ,zesileni“ si asi nej-
lépe uvédomime, kdy? budeme na neterminily v bezkontexto-
vych gramatikach pohlizet jako na procedury generujici fetézy.
Pravidla gramatik pak popisuji zplsob generovani, pfi kterém
oviem procedura muze vyvolat procedury dalsi. Tak napf. pra-
vidlo A - aBb znamena, ze procedura A vygeneruje symbol a,
za kterym bude nasledovat néjaky fetéz vygenerovany proce-
durou B a slovo bude koncit symbolem b. U makrogramatik
mohou tyto procedury navic zaviset na parametrech.

Pfiklad 3.5.1. Ukazme, Ze makrogramatika zadana pravidly
(1) S - Ale,e),

(2) Alx, y) = A(ax, yxxa),
(3) Alx,y) =y
generuje jazyk L= {a";n = 0}.

Prohlédnéme si jednotliva pravidla. V zavorkach za netermi-
naly jsou uvedeny parametry. Neterminal S je bez parametr,
A ma dva parametry. Na misté parametri mohou byt tetézy
tvofené terminalnimi symboly a prom&énnymi. V nasem ptipadé
je a terminal, x, y jsou proménné. Hodnoty parametri na pravé

strang pravidla ( ) se vypottou z hodnot parametrii na levé strang.
Pro ilustraci odvodme slovo a*:

S =" A(e, e) = A(a, a) =>? A(aa, aaaa) = aaaa .
Ted uz je také vidét princip ¢innosti této gramatiky. Pomoci pra-
vidla (2) [sestaveného na zékladg vztahu (k + 1)? = k* + 2k + 1]

se pro jednotliva n postupné vytvafeji dvojice (a", a"). Pravidlem
(3) je mozno oddglit druhou slozku, a tim odvozeni kon&i.
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Priklad 3.5.2. 1. Jazyk
L, = {§w§);we{0,1}*,n =1}
je generovan gramatikou
S > Ale),
A(x) > A(x0) | A(x1) | $B(x),
B(x) - B(x) B(x) | x§ .
2. Jazyk
L,={§w,§w,§..8wsw;n=21,1<i<n,
pro viechna j, w; € {0, 1}*},
je generovan gramatikou
S - Fle),
F(x) - F(x0) | F(x1) | G(e) §xG(e) §x,
G(x) — G(x) G(x) | G(x0) | G(x1) | §x | e.

Zajimavym specialnim ptipadem makrogramatik jsou tzv. re-
gistrové gramatiky, které se vyzna€uji témito dvéma rysy:

1. Na pravé strané kazdého pravidla je nejvySe jeden neter-
minal.

2. VSechny neterminaly maji stejny pocet parametrii s vyjim-
kou pocateéniho symbolu, ktery je bez parametrii.

Gramatika z pf. 3.5.1 je registrovou gramatikou.

Kazdé pravidlo registrové gramatiky lze realizovat jako para-
lelni pfifazeni nového obsahu jisttmu koneCnému poctu re-
gistri. Registry obsahuji fetézy a novy obsah registru lze ziskat
sfetézenim dosavadnich obsaht registrii a jistych pevné danych
fetézh. Tak napf. pfikaz (2) z pf. 3.5.1 je realizovan paralelnim
ptifazenim

x:=ax,
y = yxxa.
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3.6. Gramatiky s fizenym pFepisovanim

Vyznaénym rysem gramatik, jak jsme je zavedli v ¢l. 3.1, je na-
prosty nedeterminismus pifi odvozovani. Nékdy je ale pfiroze-
né&j8i pouzivat modeld gramatik, u nichZ je vybér pravidel béhem
generovani néjakym zpisobem fizen.

Tak napf. u maticovych gramatik (&1. [23]) jsou zadany po-
sloupnosti pravidel, ktera se béhem odvozovani musi vyskytovat
pohromad¢. Kazda aplikace takové posloupnosti pravidel (ma-
tice) za¢ina prvnim pravidlem posloupnosti a pokra¢uje postupné
vSemi dal$imi pravidly az k pravidlu poslednimu. Teprve potom
je mozné aplikovat nékterou dalsi matici.

Priklad 3.6.1. Maticova gramatika zadana maticemi
{§ - AC),
{A - aAb;C - cC),
(A-e;Coe),
v niZ S je pocate¢ni symbol a g, b, ¢ jsou terminaly, generuje jazyk
L= {ab"c";n2 0}
O tomto jazyku dokazeme v kap. 4, Ze neni bezkontextovy. Jeli-
koz vSechna jednotliva pravidla pouZité gramatiky jsou bez-

kontextova, je vidét, Ze seskupovani pravidel do matic muiZze
zvysit generativni silu urCitého typu gramatik.

O jiny zpisob vzajemné vazby mezi pravidly se opiraji uspo-
Fddané gramatiky. U nich je mnoZina pravidel ¢asteéné uspofa-
dana a pravidlo je moZné aplikovat pouze v pfipadg, Ze nelze
aplikovat Zadné pravidlo, které je v uspofadani predchazi.

Priklad 3.6.2. Gramatika zadana pravidly

(1) S - AC,
(2) A — aBb,
(3) C-cD,
(4) B- A,
(5) Dp-C,
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(0) C—oe,
(7) D—e,
(®) A—e

s CasteCnym uspofadanim pravidel

()< (). @< (). (6) < (1) < (@)
generuje jazyk

{a"b"c™; 0 < m < n}.

Tento jazyk neni bezkontextovy.

B&hem odvozovani v této gramatice miZe byt pravidlo (3) po-
uzito az poté, kdy se pravidlem (2) A piepsalo na aBb. Dalsi
pouziti pravidla (3) je mozné az po aplikaci pravidla (5). To je
oviem moZné aZ po tom, kdy pravidlo (4) pfipravilo k pouziti
pravidlo (2). Promyslete vyznam uspofadani poslednich tfi pra-
videl.

Podrobnéjsi informace o obou zminénych typech gramatik
i dalSich gramatikach s fizenym pfepisovanim, jakymi jsou napf.
programované gramatiky, lze najit v knize [28].

3.7. L-systéemy

Viechny typy gramatik, o kterych jsme se zminili, maji pfes
vSechny odliSnosti jeden velmi podstatny rys spole¢ny. U viech
se predpoklada, Ze v kazdém kroku se pfepisuje jen jeden ome-
zeny Usek fetézu. Takovy mechanismus dobfe vystihuje odvozo-
vani v riiznych formalnich systémech. ‘

Zcela jiny pfistup vyZaduji generativni systémy motivované
biologicky. Pfedstavme si idealizovany jednoduchy organismus
tvofeny linearnim fetézem buné€k, ve kterém se vzdy po urcitém
okamziku (pro viechny buiiky stejném) kazda buiika rozdéli na
dvé. Vyvoj tohoto organismu z jediné buiiky ¢ lze znazornit po-
sloupnosti ¢, cc, ccce, cceeece, ... Na tuto posloupnost miiZzeme
pohlizet jako na odvozovani fetézl ze slova ¢ pomoci pravidla
¢ — cc. Toto pravidlo je oviem v kazdém okamzZiku aplikovano
na vSechny symboly sou€asné.
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Piklad 3.7.1. Piepisovacimi pravidly miZeme za pomoci za-
vorek reprezentovat i rust vétvicich se struktur. Napfiklad sou-
stava pravidel

1-23,
21,
3-4(1)2,
454,
(-G
) =)
dava (pti uvedeném paralelnim ptepisovani) postupné fetézy
1=>23=14(1)2 = 234(23)1 =
= 14(1) 24(14(1) 2) 23 =
= 234(23) 14(234(23) 1) 14(1)2 = ...
Budeme-li opét kazdou z Cislic chapat jako butiku v ur€itém stavu
a vyraz v zavorce za symbolem jako vétev vyristajici z pfisluSné

buiiky, je moZné postup odvozovani zachytit na obr. 34. (Sttidavé
vétveni, které na tomto obrazku pouzivame, oviem z tvaru slova

neplyne.) (a) oznauje za¢atek, (b) teti ¢len odvozeni a (c) Sesty
¢len odvozeni.

“:‘;

S;; 1
T1#12]) [Z13 ] eJi1el1]%]2]
= &

a) b c)

Obr. 34

Bylo to pravé na popisu zakonitosti ristu jednoho druhu
chaluh, kde Lindenmayer pfedvedl pouZiti podobného systému
prepisovacich pravidel. Dnes je tento typ systému na jeho pocest
nazyvan L-systémy. Uvedeme definici jejich specialniho, ale velmi
dulezitého typu.
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Definice 3.7.2. OL-systémem budeme nazyvat kazdou trojici
% = (V, P,0), kde V je konetna abeceda, P mnoZina pfepisova-
cich pravidel tvaru a > « (aeV, ae V*) a g€ V*. Byva zvykem
piedpokladat uplnost mnoziny P, tzn. Ze pro kazdé ae V existuje
alespoii jedno slovo a € V* takové, Zze a » a € P.

Vpi.371je V=1{1,234)(aoc=1

Nula v oznaceni OL signalizuje, Ze se jedna o L-systémy bez
interakce, tzn. na pfeménu symbolu (buiiky) nemaji vliv sou-
sedni symboly. Jinymi slovy, vSechna pravidla maji tvar analo-
gicky jako v bezkontextovych gramatikach. Obecné;jsi typ L-systé-
mu, systémy s interakci, se oznaCuji jako IL-systémy. Témi se
zabyvat nebudeme.

Definice 3.7.3. Slovo u = a, ...a,e V" lze v OL-systému
4 = (V,P,0)
bezprostiedné piepsat na slovo v, jestlize existuji pravidla
a; > oy,..,a, > a,P

takova, ze a, ..., = v. Zna¢ime to u —v. PiSeme w=*z,
jestlize slovo w lze v koneéné mnoha krocich pfepsat na z.
Jazykem generovanym systémem ¥ nazyvame jazyk

L(%) = {w; weV* a 6 =>*w}.

O L-systémech dnes existuje rozsahla, zejména Casopisecka
literatura. Autofi se v ni neziidka vénuji specialnim tvarim a mo-
difikacim OL-systémui a jejich kombinacim. Pro rychlejsi orien-
taci vétdinou pouzivaji systém zkratek umoziujicich identifiko-
vat, o jaky typ systému se jedna. Proto se miZeme setkat s ¢lan-
ky, které jiz ve svych nadpisech ohlaSuji, Ze se zabyvaji napf.
ETOL-systémy ¢i PDOL-systémy.

Vysvétlime, jak tyto nazvy desifrovat. Skupina poslednich dvou
symbold — OL, resp. IL — uruje, zda se jedna o systémy bez
interakce, resp. s interakci. Pfed nimi se mohou vyskytovat né-
které ze symboli D, P, E, T. Jejich vyznam je tento:

D: oznaluje deterministicky systém, tj. mezi pfepisovacimi
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pravidly neexistuji dvé riizna pravidla se stejnou levou stranou.
V pi. 3.7.1 jsme se tedy setkali s DOL-systémem.

P: (z anglického propagating) oznaluje rozpinavé systémy.
U téchto systémi neni na pravé strané Zzadného pravidla prazdné
slovo. Ptiklad 3.7.1 je proto také POL-systemem. JelikoZ je navic
deterministicky, je moZné jej ozhacit jako PDOL-systém.

E: (z anglického extended) oznaluje roziifené systémy. Pro
L-systémy je charakteristické, Ze abeceda V neni délena na ne-
terminaly a terminaly. Pfi kazdém kroku pfepisovani se s kazdym
symbolem néco d&e (napf. to, Ze zistava stejny). V n&kterych
aplikacich je ale uZite¢né zaméfit se pouze na ta odvoditelna
slova, jejichZ vSechny symboly maji uritou vyznaénou vlastnost.
EOL-systém je proto definovan jako ctvefice

% = (V,P,0,%),

kde (V, P, o) je OL-systtm a X < V. Jazyk reprezentovany timto
systémem je pak

L(%) = {w; weX* a 6 =>*w}.

T: oznacuje tabulkovy OL-systém. Misto jediného souboru P
prepisovacich pravidel miize mit tento typ systéml nékolik ta-
kovych souborid P, ..., P,. Pfi kazdém kroku pfepisovani se pak
sméji aplikovat pouze pravidla pattici do téhoZ souboru.

Obcas je moZné se setkat se zkratkami obsahujicimi i dalsi
pismena, napi. C, G, S, U. Jejich uZiti je ovSem méné obvyklé,
zpravidla se uziva pouze lokalné v ¢lancich a nepronika aZz do
jejich nadpist.

V souvislosti s tabulkovymi systémy je uZziteCné si uvédomit,
Ze jejich uZiti se nemusi omezit pouze na generovani jazykd, ale
Ize jimi reprezentovat i pieklad z jednoho jazyka do druhého.
Jestlize totiz oznacime jednotlivé tabulky systému pomoci sym-
bolii z né&jaké konecné abecedy 4, potom kazdy fetéz ue4*
muiZeme chapat jako predpis urCujici, jaké tabulky a v jakém
potfadi se maji pfi generovani slova pouzivat. Pfedepsanym zpt-
sobem vznikaji slova jisttho jazyka L, = V*, kde V je abeceda
systému. Dany systém tedy urluje jisté zobrazeni A* — P(V*).
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V pfipadg, Ze systém je navic deterministicky, urcuje zobrazeni
4% > V*,
Piiklad 3.7.4. Mé&me EDTOL-systém (vystizn&ji: PEDTOL-
-systém)
g = (I/’ P B a, 2 ) )
kde
V ={ab,pq}, Z=1{ab}, o =pq
a P je mnoZzina téchto tii tabulek pfepisovacich pravidel:

p —apa,
0 q_»aq’
a—a,
b-b,

p— bpb,
q—qb,
a—a,

b-b,

p— bb,
q—b,
a—b,

b—a.

Tento systém ptevadi napt. slovo 0112 na slovo baabbaabbbaa
patfici do jazyka L(%) takto: po aplikaci tabulky O vznika z pq
slovo apaagq, po nasledujici aplikaci tabulky 1 se pfepiSe na slovo
abpbaagb atd.

ETOL-systémim se v mnohém podobaji stromové automaty,
se kterymi se setkame v kap. 7.

Ctenafi, ktery by se s L-systémy rad seznamil podrobnéji, l1ze
doporugit knihu [28].

Zajimaveé je také srovnani slozZitosti L-systémi v ¢l [25], [11].
V prvnim z nich je popsan jednoduchy PDOL-systém modelujici
rust chaluhy, zatimco ve druhém je to mnohem komplikovangjsi
systém modelujici rast sloZznokvété rostliny.
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4. ZAKLADY TEORIE
BEZKONTEXTOVYCH JAZYKU

ZAKLADNI CAST

Znaéna pozornost, kterou budeme v této a nasledujici kapitole
vénovat bezkontextovym jazyktim, odpovida jejich praktické di-
leZitosti. Pomoci bezkontextovych jazykl je mozné z vétsi Casti
definovat syntaxi vysSich programovacich jazykd. V poslednich
dvaceti letech (poCinaje jazykem Algol 60) se takové zadavani
syntaxe jazyka stalo témé&f pravidlem. Proto také vztah bezkon-
textovych gramatik a zasobnikovych automati, o nichZ budeme
pojednavat, slouzi v soucasné dobé jako vychodisko rtiznych
.metod konstrukce zakladnich €asti kompilatora.

'V této kapitole plijde zejména o pochopeni zakladnich mysle-
nek, o které se opira pfechod od bezkontextové gramatiky k ekvi-
valentnimu zasobnikovému automatu. Detailngj§imu rozboru
praktickych metod tohoto pifechodu se budeme v€novat v nasle-
dujici kapitole.

V této kapitole probereme i nékolik dalSich vysledkd bohaté
rozpracované matematické teorie bezkontextovych jazyku, které
poskytuji vhodny aparat k Upravam bezkontextovych gramatik
a ke zkoumani, zda dany jazyk je bezkontextovy, &i nikoliv.

4.1. Redukované gramatiky

K uzitenému zjednoduseni Givah, ale i praktickych konstrukci,
vede mozZnost pfevést kazdou bezkontextovou gramatiku na ekvi-
valentni redukovanou gramatiku.

Definice 4.1.1. Bezkontextova gramatika ¥ = (M1, Z, S, P) ta-
kova, ze L(¥%) # 0, se nazyva redukovand, pravé kdyz jsou splnény
tyto dvé podminky:

(1) Ke kazdému neterminilu X existuje alespoii jedno termi-
nalni slovo w takové, Ze X = w.
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(2) Ke kazdému neterminalu X s S existuji slova
a, fe(llu2)*

takova, ze S =3 aXp.

Redukovana gramatika tedy neobsahuje zbytecne neterminaly,
tj. neterminaly, které se nemohou vyskytnout béhem Zzidného
odvozeni terminalniho fetézu ze symbolu S. Ke gramatice ¢ ta-
kové, ze L(¥%) = 0, pochopitelné neni moZné sestrojit ekvivalentni
redukovanou gramatiku, protoze z kazdého neterminalu reduko-
vané gramatiky je mozné odvodit né€jaky terminalni Fetéz. To
plati i pro pocatecni neterminal, a proto je jazyk generovany libo-
volnou redukovanou gramatikou nutn€ neprazdny.

Lemma 4.1.2. Ke kazdé bezkontextové gramatice 4 takové, Ze
L(%) # 0, Ize sestrojit ekvivalentni redukovanou gramatiku.

Diikaz. PopiSme algoritmus redukce. Budiz
% =(I,Z2S,P)

vychozi bezkontextova gramatika.
1. V prvni fazi konstrukce sestrojme mnoZinu

V=2 uU {X ell; existuje we Z* takové, ze
X=}w}
a zaroveil ovéfme, zda L(%) = 0. MnoZinu V vytvatime tak, Ze
do ni nejprve vloZime vSechny terminaly a postupné do ni pfi-
davame vSechny neterminaly, které lze v jediném kroku pfepsat

na fetéz sloZzeny ze symbold, o nichZ uz mame zji§téno, Ze patii
do V. Formalng feceno: definujme

v, =2,
Voo = V,u {X ell; existuje ae V* takové, Ze

X s>oaeP}.
Zieymé

VeV, cV,c..cZull.

Existuje proto n takové, ze V, =V, ,, a tedy, jak plyne z defi-
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nice V.. ,.je V, =V ., pro libovolné k = 1. Je vidét. ze V =V,

n

a muizeme se presvédcit, zda L(¥) # 0, nebot

L(%) #0<SeV.

Jakmile je mnoZina V sestrojena, odstranime z gramatiky ¢
viechna pravidla, v nichZ se na levé nebo pravé strané vyskytuje
neterminal nepatfici do V. Takto dostaneme jistou gramatiku ¥'.
Urtité je L(%') < L(%), nebof kazda derivace podle ¥’ je také
derivaci podle 4.

Ukazeme, e také L(¥) = L(¥'). Pfedpokladejme opak, tj. Ze
existuje slovo we L(%9) — L(¥'). Slovo w lze odvodit podle %,
ale ne podle ¥'. Musi proto kazdé odvozeni w podle 4 obsahovat

- symbolz II — V,tzn. S =% aXp =*wprongjakaa,fa X ell — V.
Potom ale X =% w, pro né&jaké podslovo terminalniho fetézu w,
coZz je ve sporu s piedpokladem, ze X eIl — V. Predpoklad
L(%) — L(%) # 0 jsme dovedli ke sporu. Je proto skute¢n&
L(%) < L(%).

Dohromady jsme dostali L(%) = L(¥').

Presvéd¢ime se, Ze gramatika % spliiuje podminku (1) z defi-
nice 4.1.4 redukované gramatiky. Necht X je libovolny neterminal
z 9. Potom X €V podle konstrukce gramatiky %’. To znamena,
Zze X =%w pro néjaké we X* Vsechny neterminaly vyskytujici
se v tomto odvozeni se nakonec prepiSi na terminalni fetéz, tzn.
vechny patii do V. Z toho ovSem plyne, Ze zadné piepisovaci
pravidlo uZité pti odvozeni X =* w se pfi konstrukci ¢’ z mno-
Ziny pravidel nevyfadi. Je tedy toto odvozeni také odvozenim
podle ¢'. Tim jsme ovétili, Ze kazdy neterminal gramatiky %' 1ze
v 4’ prepsat na fetéz terminali.

2. Ve druhé fazi konstrukce pfejdeme od gramatiky ¥’ k ekvi-
valentni gramatice 4", ktera uz bude redukovana. Pti tomto pfe-
chodu odstranime vsechny neterminalni symboly, které se ne-
mohou vyskytnout v Zidném fetézu odvoditelném z S. Nejprve
sestrojime mnoZzinu

U={Xell; S=}aXp pro ngjaka o, fe(Iu Z)*}

induktivné tak, Ze do U bude patfit S a postupné jsou pfidavany
viechny neterminaly, které se vyskytuji na pravé strané né€jakého

Gz d s
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pravidla Y — y, kde Y je neterminal, o némz jsme uz zjistili, ze
patii do U. Konstrukce U je skonlena, jakmile uz neni moZné
pfipojit Zadny novy neterminal. ‘

Gramatiku %" nyni z ' dostaneme vypu$ténim vSech pra-
videl, na jejichZ levé nebo pravé strané se vyskytuje né&jaky ne-
terminal nepatfici do U. Obdobné jako v prvni &asti diikazu se
ukaze, ze L(¥") = L(¥') a ze ¥" spliuje podminku (2) z definice
4.14. Je oviem tieba se jeSté ujistit, Ze pfi pfechodu od grama-
tiky ¢ ke 9" neprestala platit podminka (1) z téZe definice. Pro
kazdy neterminal X gramatiky %" plati podle prvni ¢asti dikazu,
ze '

(*) X =% w pro n&jaky terminalni fetéz w .

Navic X patii do mnoziny U, a proto

S=% oXp=% awf,

pro vhodna «, B. KaZzdy neterminal vyskytujici se v libovolném
odvozeni odpovidajicim (x) 1ze tedy odvodit z S a z toho plyne,
7e patti do U. To znamena, Ze odvozeni odpovidajici (x) je také
odvozenim v %", a proto gramatika %" spliiuje i podminku (1)
a je redukovana.

Prohozeni obou fazi algoritmu redukce nemusi obecné vést
k redukované gramatice, jak ukaZeme na pfikladu.

Piiklad 4.1.3. Gramatika zadana pravidly

S - aA | ab,
A - BC,
B - ba,
D — AB|e

prejde po skonceni prvni faze algoritmu redukce na gramatiku
S —ab,
B — ba,

D — e,
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splitujici podminku (1) definice redukované gramatiky a po pro-
vedeni druhé faze da redukovanou gramatiku S — ab.
Pti prohozeni obou fazi nejprve dostaneme gramatiku

S —aA|ab,
A - BC,
B — ba,
ktera spliiuje podminku (2), a poté dostaneme gramatiku
S —>ab,
B - ba,

ktera pochopitelné spliiuje podminku (1), ale platnost podminky
(2) byla porusena odstranénim pravidel S —» a4 a 4 - BC. Vy-
sledna gramatika neni redukovana.

Z prvni &asti dikazu 4.1.2 okamzité plyne nasledujici tvrzeni.

Véta 4.1.4. Existuje algoritmus, ktery pro kaZdou bezkontexto-
vou gramatiku % rozhoduje, zda L(%) = 0.

Redukce konecnych automatti popsana v ¢l. 1.5 vedla k nej-
mensimu moZnému koneénému automatu reprezentujicimu urcity
jazyk. Lemma 4.1.2 k Zzadnému takovému vysledku nevede.
V kap. 6 se seznamime s duvody, pro¢ tomu tak ani nemiiZe byt.
I kdyZ tedy algoritmus 4.1.2 nemusi vést k viibec nejmensi gra-
matice reprezentujici dany jazyk, pfesto jeho uziti vede Casto
k radikalnimu zmenSeni gramatiky, zvlast€ u gramatik vznikaji-
cich nékterymi mechanickymi transformacemi, které v dal§im vy-
kladu popiSeme.

4.2, Kanonické derivace, derivaéni stromy,
jednozna¢né gramatiky

Podstatné zjednoduSeni ivah o odvozovani slov podle bezkon-
textové gramatiky je dano moZnosti omezit se pouze na tzv. ka-
nonické derivace, tj. levé nebo pravé derivace.
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Definice 4.2.1. Nechf ¢ je bezkontextova gramatika. Rekneme,
7e fetéz a lze prepsat na fetéz f podle % levym pFepsdnim, jestlize £, .
existuje pravidlo X —y z & takove, Ze a = {Xn, B = {yn,_pri- 4
¢emzZ ¢ je néjaky fetéz terminali a 7 je libovolny fetéz. Jestlize €”
obracené 5 je fetézem terminali a & je libovolny fetéz, fikame,
7e f# vznika z o pravym piepsdnim. Odvozeni

oy => 0y => ... =0,

se nazyva levd derivace, pravé kdyz pro kazdé¢ i =0,..,r — 1
vznika o;,, z a; levym pfepsanim. Odvozeni, ve kterém se vy-
skytuji pouze prava piepsani, se nazyva pravd derivace.

Leva derivace je tedy takové odvozeni, ve kterém se vZdy pfe-
pisuje nejlevéjsi neterminalni symbol. V pravém odvozeni se na-
opak ptepisuje vZdy nejpravéjsi neterminal.

Lemma, které nyni vyslovime, je jednoduché, ale je vhodné si
jeho dikaz dikladné promyslet. MySlenkovy obrat, o néjZ se
opira, budeme dale velmi Casto pouZivat i v komplikovangjsich
souvislostech.

Lemma 4.2.2. Nech! % = (II, X, S, P) je bezkontextovd grama-

tika a necht X =%w pro néjaké X eIl a weZ*. Potom w Ize
z 9 odvodit néjakou levou derivaci i néjakou pravou derivaci.

Dikaz. DokaZzeme pouze prvni ¢ast lemmatu. Tvrzeni o pravé
derivaci se dokaze analogicky.

Podstata diikazu spociva v tomto pozorovani: Jestlize prepi-
sujeme né&jaky fetéz tvaru oXpf na néjaky terminalni fetéz w,
potom u bezkontextové gramatiky nezavisi pfepsani symbolu X
na fetézech o, f ani na jejich dal§im piepisovani. Jinak feceno,
jestlize aXf =* w, potom w lze psat ve tvaru v,uv,, kde a =*v,,
X =*u, f=>*v,. Jelikoz se tedy Casti a, X i B pfepisuji neza-
visle na sobg, je v derivaci aXf =* w mozné ,pfednostné“ pro-
vést aplikaci pravidel pfispivajicich k odvozeni X =*w a apli-
kace pravidel pfispivajici k a=*v, a B=*v, az dodatetné.
Z téchto diivodi lze aplikaci pravidel v odvozeni pieskupit tak,
7¢ nejprve se vzdy piepisuje nejlevéj$i neterminal. Tim vznikne
levi derivace.
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Podrobny diikaz vypada takto:
Necht

(*) X=>o0,=...=0=wW
je libovolné odvozeni podle gramatiky 4. Na zakladé tohoto
odvozeni sestrojime levou derivaci

(#x) X=p=..=p =wpodle¥%.

Postupujeme indukci podle délky derivace ().

1. Necht r =1, potom a; =w a X - we P. PoloZime f, =
= o, = w a jsme hotovi.

2. Necht umime sestrojit levou derivaci (**) na zakladé odvo-
zeni (x), jestlize r < k, pro n&jaké k > 1. Ukazeme konstrukci
pro r=k+ 1:

o, g2,
a tedy je moZné psat je ve tvaru

oy ='Y1Y1)’2---Y;')’s+19
kde
Yell a yeX*.

Potom w lze psat ve tvaru

W=YiWi¥2 - Welsag
tak, ze

(#xx)  Y,=*w, proviechnai, 1 <i<s.
Kazdé odvozeni (**+) ma délku nejvyse k, a proto je lze podle
indukéniho ptedpokladu nahradit levym odvozenim. Levé od-
vozeni () nyni zkonstruujme takto: Polozime 8, = «,, tj.
X=7Y7 . Y,
a v tomto odvozeni postupné provadime levé derivace
Y, =>*w, Y,=%w,, .., Y, =%w,
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X=9Y7 . Yy, =
=*pywy,Y,. . Yy, =>*
RARZUVAYZYES AR SRTE SR ol )
Piiklad 4.2.3. Mé&me bezkontextovou gramatiku
S—>aSX|e, X > XbSb|c
a odvozeni
S = aSX = aSXbSb = aSXbb = aXbb=> acbb .
Prislusna leva, resp. prava odvozeni téhoz slova jsou
S = aSX = aX = aXbSb = acbSb = acbb,
resp.
S = aSX = aSXbSb = aSXbb = aScbb = acbb .

Nazorny obraz struktury odvozeni fetézu podle bezkontextové
gramatiky dava tzv. derivacni strom. Zakladni piedstavu
o tomto pojmu ziskame uz z jednoduchého ptikladu.

Priklad 4.2.4. M¢&jme bezkontextovou gramatiku %:
S —SaX |e,
X - SbXb|c.

Retéz aacbeb patii do L(%), nebot je jej mozné odvodit levou
derivaci

4 z 3 7 z
S = SaX = aX = aSbXb = aSaXbXb =
14
=Z> aaXbXb i aacbXb = aacbcb .

T¢to derivaci odpovida derivaéni strom zachyceny na obr. 35.
7. obrizku je patrné, jakym zpltsobem se derivacni strom vy-
(vaii. Kofen stromu je ohodnocen pocatenim neterminilem.
Hrany vedouci z vrcholu popsaného neterminalem Y vedou do
vrcholi, které jsou ohodnoceny symboly, které ¢teny zleva do-
prava davaji néjaky fetéz a takovy, Ze Y — o je pravidlo dané
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gramatiky. Jestlize z vrcholu ohodnoceného Y vede hrana do
néjakého vrcholu ohodnoceného e, potom z onoho vrcholu ohod-
noceného Y 7adna jind hrana nevede (reprezentace pravidla

/la\

| //|\
‘ /l\
1

e Obr. 35

Y > e). Listy stromu (tj. vrcholy, z nich? nevede 7adn hrana)
jsou ziejm€ ohodnoceny symboly, které éteny zleva doprava da-
vaji generované slovo.

Z uvedeného prikladu je vidét, ze v derivaénim stromu hraje
roli nejen stromové uspofadani dané hranami, ale i uspofadani
zleva doprava. V deriva¢nim stromu je kofen ohodnocen poca-
teCnim neterminalem a z kazdého vrcholu ohodnoceného neter-
minalem vychazi n€jaka hrana. Odstranime-li tyto podminky,
dostaneme obecnéjsi pojem stromu popisujiciho strukturu fetézu
podle bezkontextové gramatiky.

Piiklad 4.2.5. Strom na obr. 36 popisuje strukturu fetézu
aXbcb podle bezkontextové gramatiky z pf. 4.2.4.

X
/1N |

S a X c
1‘ Obr. 36

Poznamka 4.2.6. Je ihned ziejmé, Ze pro libovolnou bezkon-
textovou gramatiku ¥, neterminal Y a fetéz w je Y =% w, pravé
kdyz existuje strom popisujici strukturu @ podle ¥, jehoz kofen
je ohodnocen neterminalem Y. Specialn€ pro terminalni fetéz w
je we L(%), pravé kdyz existuje derivacni strom popisujici struk-
turu w podle %.
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Presny formalni dikaz tvrzeni uvedenych v poznamce 4.2.6
lze pochopitelné podat az na zakladé ptesné formalni definice
stromu popisujiciho strukturu, resp. derivaéniho stromu. Jednu
z moZnosti, jak tyto pojmy definovat, nalezne ¢tenaf napft. v knize
[20] spolu s pfislusnymi dikazy. My se spokojime s pozorovanim
obsazenym v nasledujici poznamce, které umoZziiuje v piipadé
nutnosti pfevést ivahy o derivacnich stromech na uvahy o ka-
nonickych derivacich (které jsme pfesné definovali).

Poznamka 4.2.7. Kazdé levé derivaci libovolného terminalniho
Fetézu podle bezkontextové gramatiky odpovida jediny derivaéni
strom a naopak kazdému derivatnimu stromu odpovida jedina
leva derivace. Podobné existuje vzajemné jednozna¢na korespon-
dence mezi deriva¢nimi stromy a pravymi derivacemi.

Neni obtizné najit bezkontextovou gramatiku, podle niz lze
jedno slovo odvodit nékolika riiznymi levymi derivacemi, tzn.
lze je popsat n€kolika riznymi derivaénimi stromy. Jedna se
o tzv. nejednoznacné gramatiky.

Definice 4.2.8. Bezkontextova gramatika % se nazyva nejedno-
znaénd (viceznacnd), jestlize existuje slovo z jazyka L(%), které
ma alesponi dvé rtizné levé derivace podle 4. Jinak se ¥ nazyva
Jjednoznacna.

Piiklad 4.2.9. 1. Gramatika S — S + S|a (terminalni symboly

jsou a, +) je nejednoznaéna, protoze napt. k fetézu a + a + a + a
existuje nékolik réiznych derivagnich stromi (a tedy také levych

S N S
AN I\
S/J-\S S/-Ir N S/+S
/IN /1IN | /IN SN
S +8§5 S+ S a S+ S s +S a
o I /N /N
u a a a a S+ S S +S a
A
a) b 0

Ol V7
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derivaci), jak ukazuje obr. 37. (Na obrazku nejsou zachyceny
viechny moZné derivacni stromy.)

Nejednoznacénost gramatiky zpsobuje zpravidla praktické po-
tize. Nejednoznaéna gramatika umoziiuje provést rozbor fetézu
n€kolika riznymi zpisoby a pokud tento rozbor napf. slouzi
jako podklad pro hledani vyznamu fetézu, vznika problém, ktery
z vyznami zvolit. V naSem jednoduchém pfikladé mizeme slova
generovana gramatikou chapat jako soudet nékolika &lenti vy-
razu. Riizné rozbory slova a + a + a + a pak vedou k riznym

zpisobiim vyhodnocovani ptisluiného souctu. Strom z obr. 37a)
by odpovidal secteni prvnich dvou a druhych dvou ¢lenit a pak

seCteni obou mezivysledkd, obr. 37b) odpovida vyhodnocovani
souétd odprava, obr. 37c) vyhodnocovani odleva.

Této nepfijemnosti se v tomto pfipadé vyhneme tak, Zze na-
jdeme ekvivalentni jednozna¢nou gramatiku. Piikladem jsou gra-
matiky S»>a+S|laa S-S +ala

2. Gramatika

S -8, l S5,

S, - AC,

S, > aS,d|aBd.

A — uAb|ab.

B — bBc|bc.

C ScCd|cd
generuje jazyk

L= {a'bcd'; i,jk, 121 a

[((=j&k=1) nebo (i =1&j=k)]}.

I tato gramatika je nejednoznacna, nebot kazdy retéz

ab"c"d" (n=1)

je mozné ziskat dvojim rdznym levym odvozenim. V tomto pfi-
padé vSak neni moZné najit ekvivalentni jednozna¢nou bezkon-
textovou gramatiku (viz napf. [17]). Jazyk L je ptikladem tzv.
(podstatné) nejednoznacného jazyka.
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4.3. Principy analyzy shora

Jedna ze zikladnich fazi ¢innosti modernich ptekladaci progra-
movacich jazykd je syntakticka analyza. Syntaktickou analyzu
bezkontextovych jazykii miZzeme v naSi terminologii charakteri-
zovat jako hledani derivacniho stromu pfislu$ného k danému
slovu a jisté pevn€ zvolené bezkontextové gramatice. Problema-
tika syntaktické analyzy je dnes postavena na solidnich teore-
tickych zakladech. Celou kap. 5 budeme vénovat exkurzi do této
oblasti. Nyni pijde jenom o Gvod do tematiky. Probereme jed-
noduchy ptiklad a ukaZeme, v em spociva podstata tzv. analyzy
shora. Zaroveit nam tento pfiklad poslouZi jako motivace pojmu
zhsobnikového automatu, definovaného dale.
Vyjdéme z (jednozna¢né) bezkontextové gramatiky 4:

(1 A—-> A+ B, (4) B - C,
(2) A-B, (5) C—(4),
(Y B—-BxC, (6) C—a.

Neterminaly této gramatiky jsou 4, B, C, pocate¢ni neterminal
ji¢ A. Terminalnimi symboly jsou a, +, *, ), (.

C'ilem syntaktické analyzy je rozhodnout o libovolném slové w,
sda patfi do L(%), a jestlize ano, tak sestrojit derivacni strom w

/
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podle 4. U jednoznatné gramatiky je pak tento vysledek urcen
jednoznacné.

Tak napt. v naSem ptikladu slovo a#(a + a) patii do L(¥)
a piisluiny derivaéni strom je zachycen na obr. 38.

Tento strom by mél byt vysledkem analyzy fetézu a *(a + a).
Jak vime, jsou levé derivace ve vzajemné€ jednoznaéné korespon-
denci s derivaénimi stromy, a proto jako vysledek syntaktické
analyzy miZeme stejné dobfe pozadovat pfisluinou levou deri-
vaci, v tomto piipadé

(*) A=?B=*B*+C=>*Cx*xC=%axC="ax(4)=>'
='ax(A + B)=%ax(B+ B)=*ax(C + B)=*°
=®ax(a+ B)=*ax(a+ C)=%ax(a+a).

Nad kazdou $ipkou je v derivaci udano ¢islo pravidla, které se
v pfislusném kroku uplatni. Jelikoz se v kazdém kroku pfepisuje
nejlevejsi neterminal, je leva derivace jednoznaCn€ uréena uZ pfi-
sluSnou posloupnosti Cisel pravidel, v naSem ptipadé

(%%) 2,3,4,6,51,2,4,6,4,6.

Takova posloupnost je nejstrucnéjsi uZivanou formou zipisu vy-
sledku syntaktické analyzy.

Metoda syntaktické analyzy shora, kterou se nyni budeme za-
byvat, neni ve své podstaté nic jiného neZ vytvafeni levé derivace
fetézu spojené s kontrolou, zda pocatecni usek slova, které bylo
zatim odvozeno, souhlasi s pocateCnim usekem analyzovaného
slova. Rozeberme tento postup trochu podrobnégji a sledujme,
jaké prosttedky pfi ném budeme potiebovat.

Béhem levé derivace vznika v ka?dém kroku slovo, které je
tvaru un, kde u je fetéz terminala (hotova &ast slova) a n (ne-
hotova &ast slova) je fet&z, ktery, pokud neni prazdny, za¢ina né-
jakym neterminalem, feknéme X. Jestlize u # e, mame v oka-
mzZiku, kdy dospé&jeme k un, urcitou kontrolu spravnosti pfed-
chozi Casti derivace, u musi byt pocateCnim usekem slova w,
které se snazime odvodit, tj. musi byt w = uv pro né&jaké slovo v.
Pokud tomu tak neni, je zfejmé, Ze odvozeni nevede k cili. Pokud
je, ma smysl pokracovat v derivaci a v dal$im prib&hu uz staci
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ovétit, zda slovo v 1ze odvodit z fetézu 5. Do dalSiho pribéhu
analyzy tedy postaduje informace dana dvojici (v, n). O krok dale
to bude n&jaka dvojice (B,7). Zptisob prechodu od (v, 1) k (5,7)
jc jednoduchy:

I. PtepiSe se neterminal X na levém konci fetézu 7, tj. sym-
bol X se nahradi néjakym fetézem w takovym, Ze X — w je
pravidlem gramatiky % (aplikace pravidla X — e pak znamena,
¥¢ 7 n se odebere prvni symbol). Vznikly fetéz oznacme 7.

2. Pokud slovo #j vzniklé z fet€ézu n podle kroku 1 zacina ne-
termindlem, je 1 =7 a v = v. '

3. Pokud slovo 7 vzniklé z n podle bodu 1 zac¢ina terminalnim
isckem § (bezprostfedné za nim uZ v f) nenasleduje terminal),
potom porovname # se zaCatkem v. Jestlize se shoduji, potom
n n jsou fetézy takové, Ze v = v a n = dj. Jestlize se slovo D
neshoduje se zacatkem slova v, je tim prokazano, Ze zvolena
derivace nevede k cili.

Shriime operace, které se provadéji pfi prechodu od dvojice
(v, ) k dvojici (B, 7):

7. Fetdzu v se odebere urtity pocet (popfipadé nulovy) poca-
te¢nich symbold.

PPrvni symbol slova 5 se nahradi jednim z kone¢né mnoha
riiznych Fetézh pripadajicich v uvahu a poté se poptipadé z takto
vzniklého slova odebere n&kolik prvnich (terminalnich) symbolu.

PPFedcehozi rozbor vede k volbé datovych typi, které pfi ana-
lyz¢ pouZijeme. Analyzované slovo bude nacditano pomoci- vstup-
niho zafizeni, které umoZiiuje kdykoliv piecist dalsi symbol
vstupniho slova. Nehotova ¢ast slova bude uloZzena v zasobni-
kové paméti. Zdsobnik, neboli LIFO fronta (z anglického last in,
first out), je specialné organizovany typ paméti, ktery umoziuje
uchovavat libovolnou posloupnost symboli z jisté abecedy.
Pristup k uchovavané posloupnosti je pouze na jednom z jejich
koncii, NejbéZnéji uzivana terminologie vychazi z ptedstavy, Ze
shsobnik je uspotfadan svisle a pfistup k zasobniku je pouze na
jcho hornim konci (vrcholu), tzn. je mozZné &ist pouze symbol na
vicholu zisobniku a bud vrchni symbol ze zasobniku ubrat, nebo
naopak pridat novy symbol na vrchol zasobniku.

PPribeh analyzy slova a *(a + a) z naseho ptikladu zachycuje
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tab. 5. Pro Gsporu mista je v tabulce obsah zasobniku znazornén
vodorovné, tj. fetézem, levy konec tetézu ztotoZiiujeme s vrcho-
lem zasobniku, pravy konec se dnem zasobniku.

. Cislo
Cteny 50
Obsah , s sz pouzitého
zasobniky | vStupni Provadéna operace pravidia
symbol .
: gramatiky
A — pryni symbol zasobniku se nahradi
pravou stranou pravidla ¢. 2, (j. 4 — B 2
B - prvni symbol se nahradi pravou stranou
pravidla B> BxC 3
BxC - prvni symbol se nahradi pravou stranou .
pravidla B - C 4
CxC - prvni symbol se nahradi podle pravidla
C—oa 6
axC u prvni symbol je terminalni, a proto se
srovna s ¢tenym symbolem vstupniho
slova. V pfipadg souhlasu (jako zde) se
prvni symbol zasobniku odstrani a cte
se nasledujici vstupni symbol. V pfipadé
nesouhlasu by se pferusil vypocet —
*C * obdobné jako v minulém kroku —
C - C se ptepise na (A4) 5
(A) ( odstrani se ( ze zasobniku a na vstup se
ptipravi dalsi symbol vstupniho slova -
A) ~ | Asepicpilcnad 1 B 1
A + B) - A se piepise na B 2
B + B) - B se piepise na C 4
C + B) - C se piepise na « 6
a+ B) a odstrani se ¢ a piejde na dalsi vstupni
symbol -
+B) + obdobné jako v minulém kroku -
B) - B se ptepiSe na C 4
Q) - C se pfepise na a 6
a) a odstrani se a a prejde na dal3i vstupni
symbol -
) ) obdobné -
- slovo
piecteno
Tab. 5
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Sledujeme-li pribéh symbold, které se béhem vypoctu objevuji
v zisobniku, a konfrontujeme-li tento prubéh s deriva¢nim stro-
mem na obr. 38, vidime, ze vypocet odpovida konstrukci stromu
smerem shora. Odtud také pochazi nazev pfisluiné metody syn-
taktick¢ analyzy.

Dosud jsme zcela ignorovali podstatnou otazku, totiz jakym
spisobem se urcuje, podle kterého pravidla se ma piepsat vrchni
(prvni) symbol v zasobniku. To je skutecné dilezity problém,
jcho?, fedeni vlastné bude vénovana cela kap. 5. Zatim se mu vy-
hneme tak, ze budeme predpokladat existenci jakéhosi dodatec-
n¢ho zdroje informaci o tom, které pravidlo v kazdém okamziku
pouZit. Jak si tento zdroj informace opattit, budeme zkoumat
v dalgim textu, ted jenom rozebereme, jaky vliv miZe pfipadna
nespolehlivost tohoto zdroje mit na uspé$nost analyzy.

Zavery jsou jasné: Kazdé slovo pattici do L(%) je pti spravné
funkci zdroje informaci uspé$n€ analyzovano. Ani vadna funkce
dodateéného zdroje informaci nemtze vést k prijeti slova ne-
patticiho do L(%). Pii libovolnych dodateénych informacich je
totiz. zahdjen vypocet odpovidajici n€jaké derivaci. Jestlize je to
derivace vedouci k jinému slovu, neZ je analyzované slovo, pak
se tato skutednost v prib&hu vypoltu zjisti (je zjiSténa neshoda
mezi vstupem a vrcholem zasobniku nebo je po piecteni celého
vstupniho slova neprazdny zasobnik nebo je zasobnik vyprazdnén
pred plectenim celého vstupniho slova). Jestlize je to derivace
nevedouct k zadnému terminalnimu tetézu, nemtze dojit k vy-
privzdnéni zasobniku.

Situace, kdy celé vstupni slovo je pfecteno a zasobnik je prazdny,
e tedy dostateénou zarukou, Ze zdroj dodatecnych informaci fun-
poval spravné a Ze analyzované slovo patfi do jazyka L(%).

Uvahy, které jsme provedli, vyusti v ¢l. 4.4 v zavedeni n€kolika
poymit. Prostiedky analyzy, které jsme pouzili, se piesné odrazi
v definici zasobnikového automatu a jazyka, ktery tento automat
tozpozniva. Popsana metoda analyzy najde své formalni vy-
pudieni v diikkazu véty, Zze kazdy bezkontextovy jazyk je roz-
poznatelny zisobnikovym automatem. Odsunuti otazky, jak rea-
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lizovat zdroj dodate¢nych informaci a soustfedéni se na obecny
mechanismus analyzy vede k tomu, Ze zasobnikovy automat je
definovan jako nedeterministicky.

4.4. Zasobnikové automaty

Definice 4.4.1. Zdsobnikovym automatem nazyvame sedmici
M = (Q723r,5’q0aZO,F),

kde Q je neprazdna kone¢na mnozina stavd, X je neprazdna ko-
neCna vstupni abeceda, I' je neprazdna konetna zasobnikova
abeceda, g, € Q je pocatecni stav, Z, e I' je poCatecni zasobnikovy
symbol (na zaGatku vypo&tu bude zasobnik obsahovat pouze
symbol Z,), F = Q je mnozina koncovych stavii, & je zobrazeni
Q0 x (Zu{e}) x I' do mnoziny viech konetnych podmnoZin
Gt PG A7 %)

Z definice je patrneé, Ze zasobnikovy automat je obecné ne-
deterministicky. Vénujme pozornost zplsobu, jakym budeme
interpretovat zobrazeni 6:

8(a, a X) = {(@1> 11} (@2 1) s (oo M)} »
kde

44 --+9,€0, aeZ, Xel', n,,..,n,el*,

znamena: jestlize je automat .# ve stavu g, éte vstupni symbol a
a na vrcholu zasobniku je symbol X, pak mizZze prejit do stavu g;
a symbol X nahradit fetézem 7, (pro n&jaké i, 1 < i < m). V tako-
vém pfipadé budeme také n€kdy fikat, Ze zasobnikovy automat
M vykonal instrukci (q, a, X) = (g, 1;)-

K tomu je§té dvé poznamky:

1. V souladu s dohodou z ¢l. 4.3 budeme ptedpokladat, Ze
prvni symbol fetézu #, bude v zasobniku uloZen nejvys, druhy
zleva bude jako druhy shora atd.

2. Vsimnéte si dobfe, Ze interpretace instrukci predpoklada,
Ze vrchni symbol zasobniku se pokaZdé nahrazuje. Chceme-li
tedy napi. nechat.zasobnik beze zmény, je tak tfeba ulinit pra-
vidlem, které do zasobniku vklada stejny symbol, jako se pravé
odebral.
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Interpretace pravidla

(+) (‘}(q, e, X) = {(‘h: ’71)’ ) (qm’ ’Im)}

je tulo: jestlize automat je ve stavu g a vrchni symbol v zasob-
niku je X, potom automat, aniz pfijme na vstup dalsi symbol
vstupniho slova (tj. aniz ¢te vstupni symbol a posouva hlavu na
vstupni pasce) pfejde do stavu g; a symbol X nahradi slovem #,
(pro n&jaké i, 1 < i < m). Tzn. zpracovava-li zasobnikovy auto-
mat vstupni slovo a, ...q,, ma-li v urCittm okamziku na vstupu
i-ty symbol slova a jestlize v tomto okamzZiku provadi nékterou
¢ instrukci (), pak i v nasledujicim okamZiku mé na vstupu i-ty
nymbol slova. V takovém ptipad€ tikame, Ze automat provedl
v-krok.

Dulezitym detailem v definici 4.4.1 je i skuteCnost, Ze zobra-
seni & miize nabyvat hodnoty @ (prazdna mnozina). Tyto hodnoty
budeme v zadani & prosté vynechavat a budeme fikat, Ze pro
ptisludné argumenty neni é definovano. V jistych situacich tedy
nemil¥e¢ automat pokracovat ve vypoctu.

Ptedchozi poznamky shrneme v nasledujici definici.

Definice 4.4.2. Situaci zdsobnikového automatu
M =(0,2,T,68,q0 Z,, F)
nnzveme trojici (g, w, 1), kde
qe Q, welX* nerl*

(viz. obr. 39).

na vstupu zbyvi
(D IR (R o

[ Je v staw g

situace (; q,w, 7
zdsobnik

obsahuje
retls p

Obr. 39
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Rekneme, Ze situace (g, aw. Yn) automatu M vede bezprostiedné
k situaci (g', w, vy), symbolicky

(q3 aw, Y”I) l_.,lt (q/? w, W]) ?
pro

aez v {e},
jestlize

(4.v)€d(q.a Y).

Jestlize E a E’ jsou dv€ situace automatu .#, fekneme, Ze si-
tuace E vede k situaci E' (symbolicky E+* E'), pravé kdyz
existuji situace E,..., E, automatu ./ tak, ze E=E,, E, = F'
a E;~ ,E,, (pro viechna i, 1 <i < n), nebo kdyz E = E'.

Situace zasobnikového automatu tedy udava:

L. stav, ve kterém se automat nachazi;
2. tsek vstupniho slova, ktery ma automat jesté projit;
3. obsah zasobniku.

Poznamka 4.4.3. Z definice 4.4.2 také plyne, Ze situace, ve které
je zasobnik prazdny, vz k zadné dalsi situaci nevede.

Pro pfijimani slova zasobnikovym automatem jsou zavedeny
dve definice:

a) Analogicky jako u kone¢nych automati je slovo pFijato zd-
sobnikovym automatem tehdy, jestlize po zpracovani posledniho
symbolu vstupniho slova se automat ocitne v nékterém koncovém
stavu — tzv. pFijimdni koncovym stavem.
© 'b) Podobné jako u metody analyzy, kterou jsme probrali
v predchozim ¢lanku, je slovo pFijato zdsobnikovym automatem
pravé tehdy, kdyz v okamziku, kdy je celé zpracovano, ma auto-
mat prazdny zasobnik — tzv. pFijimdni prazdnym zdsobnikem.

Definice 4.4.4. Necht # = (Q,2,I,0,94, Z,, F) je zasobni-
kovy automat. Definujme
1. jazyk L(.#) rozpozndvany koncovym stavem:

L("”) = {‘v; (q()a W, Z()) I—_*;t (q, e, 11)

pro ngjaké g€ F a n&jaké nel*};
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2. jazyk N(4) rozpozndvany prazdnym zdsobnikem:
N(A#) = {w; (40 W> Zo) %, (q, €, €) pro néjaké qe Q}.

Nuovrhujeme-li zasobnikovy automat pro rozpoznavani prazdnym
riwobnikem, je mnozina F koncovych stavii nepodstatna. Proto
v lom pfipadé obvykle klademe F = 0.

Ptiklad 4.4.5. Sestrojme zasobnikovy automat, ktery rozpozna-
viv juzyk L= {w(w)®; we{0,1}*} prazdnym zisobnikem. Hle-
duny automat

# = ({p,q},{0,1},{4,B,C},5,p, 4,9)

mi prechodovou funkci 8 definovanu takto:

L. d(p.0,A) = {(p. BA)},

2 ¥p 1 A) = {(p, CA}

v (p.0.B) = {(p, BB). (3. ¢)} ,
4. (p.0.C) = {(p. BO)},

S 1, B) {(p, CB)}

0. (p.1,0) = {(p.CC).(g. €)}
7. 34.0,B) = {(g.e }

N () q, 1, C {(q }

9. 3p.e, A) = {(g. e)},

. dg.e A) {(g. )}

\

Popisme, na jakém principu .# rozpoznava jazyk L. V prvni
caste vypoltu automat uklddd do zasobniku zapis piecteného
uscku slova. Symbol 0 koduje zasobnikovym symbolem B,
symbol | koduje symbolem C. Dokud se stroj ,,domniva“, Ze
¢te prvni polovinu slova, uklada do zasobniku koédovany zapis
u siistivit ve stavu p. Tomu odpovidaji pravidla 1 az 6, pfesngji
feceno u pravidel 3 a 6 jejich prvni moznost. V okamzZiku, kdy
autonmnt dojde k nazoru®, Ze se ocitl pfesné v poloviné slova,
prepde do stavu ¢. Je-li oviem automat skuteCné presné za polo-
vinou slova o patfi-li étené slovo do jazyka L, potom se symbol,
ktery o privve na vstupu, musi shodovat se symbolem, ktery byl
Cten v ninulém okamzZiku. Proto je pfechod do stavu g umoznén
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u pravidel 3 a 6 a nikoliv u 4 a 5. Od okamzZiku, kdy .# prie-
chazi do stavu g, vybira ze zasobniku symboly a srovnava je se
vstupnimi symboly. Tim kontroluje (pravidla 7, 8), zda druha
¢ast slova je zrcadlovym obrazem prvni €asti. Neni-li tomu tak,
potom se .# dostane do situace, pro kterou pfisluSnd hodnota
funkce 6 neni definovana. Jestlize dané slovo patii do L a jestlize
automat épré’ivné ,»odhadl“ prosttedek slova, pak v okamziku,
kdy automat zpracuje posledni symbol vstupniho slova, zbyva
v zasobniku pouze symbol A. Lze pak aplikovat pravidlo 10
a slovo je pfijato. Pravidlo 9 umoziiuje pfijmout prazdné slovo.

Pokud automat piejde do stavu q jindy nez uprostied slova,
pak bud dojde k vyprazdnéni zasobniku jesté pfed koncem slova,
nebo po pietteni celého slova obsahuje zasobnik nad symbolem A
jeste dalsi symboly.

Pro kazdé slovo z L tedy ziejmé existuje pﬁjimajici vypocet
a obracen¢ zadné slovo nepatfici do L neni automatem .# pii-
jato.

Ukéazeme nyni, Ze oba zplisoby reprezentace jazyka zasobni-
kovym automatem jsou rovnocenné.

Lemma 4.4.6. Necht L je libovolny jazyk. Pak L = N(.#,) pro
néjaky zdsobnikovy automat M ,, privé kdyz L= L(#,) pro né-
jaky zdsobnikovy automat M ,.

Dikaz. a) Predpokladejme, 7e L = L(.4,) pro n&jaky zasob-
nikovy automat #, = (Q, 2, T, 8, q,, Z,, F). Sestrojime .#, tak,
Ze N(4,) = L(#,). Definujme

My =(Qu{g,p} 2T U{R}LS,pR0),
kde ¢’ je definovano takto:
1. 5(p,e, R) = {(d0> Z, R)} .
2. pro viechna
g.d€eQ,aeX U {e},Del,
je
(g, m) € d'(g, a, D), praveé kdyz (4,n)ed(g,a, D),

168



3. (9..€)€ (g, e, D)
pro viechna qeF,Del U {R},

4. &(9.» €, D) = {(¢.- €)}
pro viechna Del U {R}.

Automat .4, pracuje tak, Ze nejprve pomoci-pravidla 1 prejde
do pocateCni situace automatu .4, uprayené tim zpiisobem, ze
pod pocateénim symbolem automatu ., -je nyni v zasobniku
uloZen novy pocateni smybol R. Potom pomoci pravidel typu 2
simuluje .# Cinnost automatu .#,. Jakmile se .#, dostane béhem
vypottu do koncového stavu, potom #, mize v odpovidajicim
misté vypoCtu piejit pomoci pravidla typu 3 do stavu g,. V tomto
stavu vyprazdni pomoci pravidel 4 cely zasobnik.

Jedt& vysvétlime, pro¢ ma 4, uloZen pod symbolem Z, novy
potatecni symbol R. Automat .#, pfijima koncovym stavem.
Jestlize ma tedy na konci zpracovani néjakého slova wel
prazdny zasobnik, je to pro pfijeti slova nepodstatné. Kdyby se
viak pfi simulaci vypoltu automatu .#, automatem .#, vy-
prazdnil na konci vypoctu zasobnik, znamenalo by to, Ze je w
ptijato. Tomu zabrani pravé symbol R, ktery se ze zasobniku
mii¥e odstranit az po skigm';eni' simulaéni &asti vypoltu.

b) Predpokladejme, Ze L = N(#,) pro Zasobnikovy automat

M, =(0,2,T,8,40,Zy,0).

Nestrojime # , tak, Ze
L(#,)=N(4,).
Polome

#,=Qui{pg}, 2T U {R}LE,pR {q,)),

kde o je definovano takto:
I (p. e, R) = {40 Zo R)} ,
A ¥(g.a,Z) = (g, a,2)
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pro véechna ge€Q,aeZu e}, ZeT,

3. (g, e,R) = (q,,€) pro viechna geQ.

Automat ., na zadklad€ pravidla 1 pfejde do pocatetni si-
tuace automatu .#, modifikované tak, Ze pod symbolem Z, je
jesté v zasobniku symbol R. Pravidla typu 2 simuluji vypocet
automatu #,. JestliZe .#, béhem vypoctu vyprazdni cely za-
sobnik, potom .#, v odpovidajicim misté simulace vypoctu .#
také vyprazdni cely zasobnik aZ na symbol R. Jakmile se objevi
symbol R, pfevede pravidlo typu 3 automat .#, do koncového
stavu g I _

U deterministické verze zasobnikovych automatd lemma ne-
plati, jak ukaZeme.

Deﬁnice 4.4.7. Zdsobnikovy automat
M=(0,%,T,8,40, Z, F)

se nazyva deterministicky, pravé kdyz jsou splnény tyto dv€ pod-
minky:

1. Jestlize (g, e, Z) # 0, potom d(q,a,Z) =@ pro libovolné
aeX (qeQ,Zel).

2. Pro libovolné geQ, ZeT a aegw {e} obsahuje (g, a, Z)
nejvyse jeden prvek.

Podminka 1 vyluCuje nedeterminismus, ktery by se projevil
tak, ze v urcité situaci by bylo mozné pokracovat bud e-krokem,
nebo krokem spojenym se ¢tenim nasledujiciho vstupniho sym-
bolu.

Lemma 4.4.8. 1. Ke kaZdému deterministickému zdsobnikovému
automatu M| lze sestrojit deterministicky zdsobnikovy automat
M, takovy, Ze N(M,) = L(M,).

2. Existuje reguldrni jazyk, ktery neni rozpoznatelny Zddnym de-
terministickym zdsobnikovym automatem pomoci prdazdného zdsob-
niku.

Ditkaz. Cast | se dokaze stejné jako ¢ast b) v dukazu 4.4.6.
Jestlize jako vychozi automat .4, v tomto dikazu zvolime de-

170



terministicky zasobnikovy automat, je i vysledny automat .4,
deterministicky, jak okam?Zité plyne z konstrukce.

Cast 2 plyne z pozorovani, Ze po vyprazdnéni zasobniku ne-
miZe automat pokracovat ve vypoltu (viz 4.4.3). Jestlize tedy
pro libovolné v a libovolny deterministicky zasobnikovy auto-
mat ./ je ve N(.#), je pro kazdé u # e nutné vu¢ N(#). Z de-
terminismu .4 totiZz plyne, Ze po pfeteni pocatecniho useku v
slova vu se vyprazdni zasobnik (protoZe v je pfijato prazdnym
zasobnikem) a slovo vu neni do¢teno do konce, takZe neni pti-
jato. Proto napf. kone¢ny jazyk {a, aa} neni deterministicky roz-
poznatelny prazdnym zasobnikem.

Poznamka 4.4.9. 1. Na rozpoznavani jazyka deterministickym
kone¢nym automatem lze pohliZet jako na specialni pfipad roz-
poznavani deterministickym zasobnikovym automatem pomoci
koncovych stavii (zasobnik neni vyuzivan). Proto z lemmatu 4.4.8
plyne, Ze v pfipadé deterministickych zasobnikovych automati
je rozpoznavani koncovymi stavy silnéj§i prostfedek neZ roz-
poznavani prazdnym zasobnikem.

2. Cast 2 lemmatu 4.4.8 lze doplnit ptikladem neregularniho
jazyka L= {0"1";n 2 1} (viz 1.3.6), ktery je rozpoznivan po-
moci prazdného zasobniku deterministickym zasobnikovym auto-
matem

M = ({‘11"12}’ {0’ 1}’ {Z’ A}’ 8,4,,2,0),

jehoz prechodova funkce ¢ je definovana takto:

(‘11’0 z)= (‘11”42)

(‘11’0 4) = (‘h’AA)
(‘Ivl A) = (
(‘12a1 A) (
gz €, Z) = (45, )

Tt¥ida regularnich jazykd a ttida jazykd rozpoznatelnych deter-
ministickym zasobnikovym automatem pomoci prazdného zasob-
niku jsou tedy nesrovnatelné inkluzi.

Definice 4.4.10. Deterministickym jazykem budeme nazyvat
kazdy jazyk rozpoznatelny deterministickym zasobnikovym auto-
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matem pomoci koncového stavu. Bezprefixovym deterministickym
jazykem budeme nazyvat kazdy jazyk rozpoznatelny determinis-
tickym zasobnikovym automatem pomoci prazdného zasobniku.

Rozpoznavani prazdnym zasobnikem je znevyhodnéno tim,
Ze automat nema informaci o tom, zda vstupni slovo bylo pte-
¢teno celé. Dodanim této informace, napt. specialnim koncovym
znakem, se rozdil mezi ob&éma druhy rozpoznavani setfe, jak uka-
zuje nasledujici lemma.

Lemma 4.4.11. Necht L = 2* je libovolny deterministicky jazyk
a §¢Z. Potom L .{§} je bezprefixovy deterministicky jazyk.

Dikaz tohoto lemmatu je snadnou modifikaci Gasti a) da-
kazu lemmatu 4.4.6, a proto jej pfenechame ¢tenafi jako cviceni.

4.5, Zasobnikové automaty a bezkontextové jazyky

V tomto ¢lanku ukéZeme, Ze nedeterministické zasobnikové auto-
maty rozpoznavaji pravé bezkontextové jazyky. Jedna cast. to-
hoto tvrzeni se ziska formalizaci postupu analyzy shora, ktery
jsme rozebirali v ¢l. 4.3.

Véta 4.5.1. Ke kazdému bezkontextovému jazyku L existuje ne-
deterministicky zdsobnikovy automat M (s jedinym stavem) takovy,
fe L= N(A4).

Dukaz. Nechf L = L(%) pro néjakou bezkontextovou grama-
tiku ¢ = (I1, Z, S, P). Sestrojime zasobnikovy automat

'/” = ({q},Z,HuZ,é,q,S,Q)),

kde 4 je definovano takto:

1. (g, e, D) = {(g,n); D — n je pravidlo z P} pro viechna D €I,

2. 6(g,a,a) = {(g,€)} pro kazdé aeX.

DokaZeme, Ze pro takto definovany automat # je N(#) = L.
V kazdém kroku libovolného vypoétu automatu .# se bud

(i) nahrazuje vrchni symbol v zasobniku n&jakym fetézem
(podle pravidel typu 1), nebo

(i1) odebira vrchni symbol ze zasobniku (podle 2).
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Zvolme libovolné slovo we Z* a uvazujme libovolny kone¢ny
vypocet (déllg r) stroje .# nad vstupnim slovem w. Oznaime
u, fet€z symbold, které byly od zacatku vypoctu az do skonceni
i-tého kroku odebrany ze zasobniku podle pravidel typu 2 (je
zfejmé u; € 2*), a 5, obsah zasobniku po skonéeni i-tého kroku.

Dale polozme w; = um,. Pro kazdé i, 0 <i <r, plati toto:

(a) bud w, =>4 w,,, a w,,, vznikne z w, pfepsanim nejlevéj-
§iho neterminalu (to odpovida pravidlu typu 1),

(b) nebo w; = w,, , (to odpovida pravidlu typu 2).

Vypocet tedy sleduje jistou derivaci podle gramatiky ?'.\

Naopak také kroky levé derivace lze'simulovat automatem . :

Necht w =un a o =u'y’ jsou libovolné fetézy takové, Ze

u i u' jsou terminalni fetézy;

kazdé z 5, n’ bud zaCina neterminalem, nebo je prazdné;

W =4, ' levym pfepsanim. .

Potom (q,v,7)F*(q,e,7'), kde uv = u'. (Vypocet zacne apli-
kaci pravidla typu 1, poprlpade nasledovanou aplikaci pravidel
typu 2.)

Tvrzeni, 7e L(%) = N (./l{), plyne ze skute¢nosti, Ze viechna na-
sledujici tvrzeni jsou vzijemné ekvivalentni.

(1) we N(4).

(2) (9. w, S) =% (g, . e).

(3) Existuje vypocet délky r (pro n&jaké r) automatu .# nad w,
pro ktery (podle pfedchozibo znaceni) plati toto:

uy=e&n, =8, t. wy =S

u =w&n =e, tj o, =w.

(4) S=>%w.

(5) we L(9).

Skute¢né:

(1)<>(2) < (3) podle definice vypodtu a pfijimani slova prazd-
nym zisobnikem.

(3)<>(4) podle pfedchozich ‘vah.

(4) <> (5) podle definice 3.1.5 jazyka generovaného gramatikou.
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Piiklad 4.5.2. Jazyk L= {a'b'c*; i + j = k} generovany gra-
matikou
A > aAc|B,

B - bBc|e (A je pocatetni symbol)
je rozpoznavan prazdnym zasobnikem zasobnikovym automatem
M = ({q},{a,b,c},{4,B,a,b,c},5,9,4,0),

kde é je definovano takto:

5(q. e, A) = {(q, aAc), (g, B)} ,
3ly. . B) = {(¢. bBc). (g, )} .
d(q, a, a) = d(g, b,b) = (g, ¢, ¢) = {(g e)} -

Od zasobnikového automatu je mozZné piejit k ekvivalentni
bezkontextové gramatice zcela analogickym zptsobem v pripadé,
Ze automat ma jediny stav. To budeme demonstrovat v dikazu
véty 4.5.5. Dosah této skutecnosti vysvitne az ve spojeni s nasle-
dujici vétou, ktera ukazuje, Ze pomoci rozsifeni zasobnikové abe-
cedy lze redukovat pocet stavi automatu na jeden (v pfipadg roz-
poznavani prazdnym zasobnikem).

Véta 4.5.3. Ke kaZdému zdsobnikovému automatu M lze se-
strojit zdsobnikovy automat M’ s jedinym stavem takovy, Ze

N(M) = N(A').

‘Dikaz. M&me # =(Q,2,T,0,49,, Z,,0). Vysvétleme si nej-
prve v hrubych rysech, na jakém principu .#' pracuje. .#' ma
zasobnikové symboly tvaru {q, B, q'), kde q,q'€Q a Bel.

Vypocéty ' probihaji jakoby soub&zné s vypolty .. Jestlize
se béhem vypoltu .4’ vyskytuje v zasobniku symbol (q, B, q'>,
nese takovou informaci:

1. v odpovidajicim kroku pfislu§ného vypoctu .# je na odpo-
vidajicim misté zasobniku symbol B;

" 2. az M dospéje do situace, Ze bude tento symbol zpracovavat,
bude ve stavu g; '

3. az . dospéje do situace, Zze bude zpracovavat symbol ulo-
Zeny bezprostiedné pod timto B, bude ve stavu gq'.
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Zajistit spravnost informace 1 neni problém. K tomu staéi pro-
viudet vypolty .4’ soub&iné s vypocty 4. Informace 2 a 3 se
tykji i budoucich kroki vypocti. Proto je bude #' nedetermi-
misticky hadat*. Musi mit ovSem pfileZitost pozd€ji oveérit sprav-
nost tohoto ,,hadani“. To se podafi, jestliZze pti vypoctu pokracuje
tuk, uby sc nedostal do sporu s pfedpokladanym vyznamem jed-
notlivych sloZzek zasobnikovych symbola. Specialné to znamena
{oto:

7. 2 a 3 okamzité plyne, Ze pokud je pod {(q,B,q') bezpro-
stfedné ulozen symbol (g, C, §), musi byt ¢’ = . Proto jestlize
j¢ do zisobniku vkladan fetéz

41,A1,4,) 43 A3, 05 .. Qo A T >

musi platit, Ze q; = g;,, pro viechna i, 1 i < k. Jestlize se
limto fetézem nahrazuje symbol {q, B, ¢'), musi navic ¢’ = q,.
Zaroveii z 2 plyne, Ze g, musi byt stav, ve kterém je v okamzZiku
odpovidajiciho vypottu automat .#. (Formalné je to zachyceno
v pravidle 3 nésledujici definice funkce §'.)

Z 2 a 3 takeé plyne, Ze jestlize automat .# v urCitém okamziku
vypoctu odebird ze zisobniku symbol B a pfitom pfechazi ze
stavu g do ¢, musi v odpovidajicim kroku vypoctu .#’ byt na
vrcholu zasobniku symbol <{g, B, ¢’) (viz bod 2 nasledujici defi-
nice funkce &'). V takovém okamziku se tedy kontroluje sprav-
nost dfive uc¢inéné ,,pfedpovédi“ o stavu ¢'.

Nyni podame piesnou konstrukci .#’. Vyjdeme od automatu

'/” = (Q,Z,F,é,‘Io,Zo,@)-
Sestrojime

J%l = ({P}, Z’ F’, 5” P, R,Q)),
kde

I' =QxTI xQu{R}
(R je nové pfidany symbol) a pfechodova funkce &' je definovana
takto:

L. 5,(17, e, R) = {(P, {4o» Z > 4, >)a q, € Q} 5
2. ke kazdé instrukci

(4,a.D) > (4, ¢)
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automatu .# bude mit .#' instrukci

(a0, <a, D, q'>) > (p, )

pro libovolna q, ¢ €Q, aeZ U {e}, DeT;
3. ke kazdé instrukci

(g.a,D)> (¢’ B, ... B)

(pro q, ¢'€Q, aeZ U {e}, B,,... B €I) bude mit .#' vSechny
instrukce typu

(p,a,<q,D, )~
hd (P, <f1', Bp q1> <q1, Bz, ¢12> <qk—1, Bka tf) s

kde q,,....4,_,, d€Q jsou libovolné.

Jiné instrukce mit .#' nebude.

Zbyva dokazat, ze N(#)= N(#'). Ozname pro kaZdou in-
strukci I automatu .4 symbolem h(I) mnoZinu instrukci auto-
matu .#' definovanych podle bodd 2 a 3. [Pro instrukce defi-
nované podle 2 je tedy h(I) jednobodova mnozina.] Dale pro
kaZdou situaci E automatu .# definujme mnoZzinu H(E) situaci
automatu ' takto:

®  H(guwA4,..4)=
={(p <9 A},9,)><qy,42. 95> ...
...<ql—laqul>);q1,..., q,eQ}, I>1,

(=) H(gue)) ={(pue)}.
Pro kazdé E je tedy H(E) # 0.

Pfimo z definice funkce ¢’ plyne, Ze

a) Pro kazdou pocatetni situaci (o, w, Z,) automatu . je
H((go» w, Z,)) pfesné mnozina situaci, do kterych se .#' mize
dostat po prvnim kroku vypoctu, tj. po provedeni nékteré in-
strukce definované v bodu 1.

b) Jestlize E, !, E,, potom ke kazdému E, € H(E,) existuje
I'eh(l) a E, eH(E,) tak, 7¢ E| %, E,.

c) Jestlize E)F',.E, a jestlize E,eH(E,) pro n&aké E,,
potom I' e h(I) pro n&jaké I a E, € H(E,) pro n&jaké E, tak,
E, VL E,
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7.b)a ¢) plyne, ze E, -* E,, pravé kdyz E| -*. E, pro n&jaké
I, « H(E,) a E, € H(E,). Je tedy také (pro n&jaké g e Q)

(o w> Zo) 3 (g, € €)
prave kdy2z E| %, E), pro néjaké
E'\ € H((gp, W, Z,)) a E, e H((g, e, €)).
To podle a) a (**) nastane pravé tehdy, kdyz
(P.w. R) 2% (P ee).
Tedy we N(#), pravé kdyz we N(4').
PFiklad 4.5.4. K zasobnikovému automatu
# = ({p.q},{0,1}, {4, B}, 6,p. 4.0),
kde o je definovano piedpisem
(i) &p.0,4) = {(p, BA), (g, 4)} ,
(1i) 3(p.0, B) = {(p, BB)} ,
(W) o(p.1,B) = {(pe)},
(iv) (4.0, 4) = {(g, 4). (g, e} ,
(v) 4. 4) = {(p. BB)},

skonstruujme algoritmem z dikazu predchozi véty zasobnikovy
sutomat 4’ s jedinym stavem takovy, ze N(#) = N(4'). Po-
loyme .#' = ({p},{0,1},I",&,p,R,0) a sestrojme piislusné I"
n 0. Misto zasobnikovych symboli tvaru {p, D, q) budeme pro
vet8l pfehlednost psat D, Podle dikazu véty 4.5.3 tedy bude

= {R, 4 A,.A B}

’p p’p q97p4q q’p pPq p’p Paq
nonstrukee

0. 8p.e,R) = {(p, 40,4}

= {
3'(p, O'p p {( > p ppAp) ( » rBa qu)’( Ap)}’
3'(p, 0 {(p, By p4 41) (p, qu qu)’ (p, qu)} ’
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'(p,O,po]= (p’p ppo) (p’p qq p)}
(p,O,qu) = (p,poqu)( ququ)}

{5 (P, po po) ( BB n)}
" 9(pe ,A4,) = {(p. B, B, (p. ,B, B} -

Instrukce O vznikaji podle pravidla 1 (z ditkazu pfedchozi véty),
instrukce I vznikaji z instrukce (i), instrukce II z instrukce (ii)
a instrukce V vznikaji z instrukce (v), vie podle pravidla 3 z dd-
kazu, instrukce III z instrukce (iii) podle pravidla 2 a instrukce IV
z instrukci (iv) podle pravidel 3 a 2.

Ma-li automat jediny stav, potom udéavani jeho stavu b&hem
vypoctu nepfinasi Zadnou informaci. Instrukce takového auto-
matu uréuji pouze, jaky vstupni symbol byl pfetten a jakym
zpisobem byl pfepsan vrchni symbol zasobniku. Takovou infor-
maci lze snadno zachytit bezkontextovym pravidlem a na tomto
pozorovani je zaloZena i nasledujici véta.

Véta 4.5.5. Ke kaZdému zdsobnikovému automatu M lze se-
strojit bezkontextovou gramatiku % tak, 2e L(%) = N(.#).

Dikaz. Bez Gjmy na obecnosti miizeme predpokladat, ze .4
m4 jediny vnitini stav. Pokud ma totiz vice stavi, lze jej podle
ptedchozi-véty pievést na ekvivalentni automat s jedinym stavem
a tento automat miZeme zvolit jako vychodisko konstrukce.
Budiz tedy

= ({p},z, r’ 6’ D, A,Q))

Piipadnym pfejmenovanim zasobnikovych symboll lze docilit,
aby I' n 2 = (. Sestrojme gramatiku

4=(IZ,AP),
kde P je definovano timto piredpisem:

B - aw
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puttt do P, pravé kdyz

(p, w)€d(p, a, B),
kde
aeXu{e}, Bel' a wel*.

l.eve derivace podle gramatiky 4 piesné odpovidaji vypoctim
automatu 4. Piesnéji: pro libovolné ueX* nel* a k=1 je

() A =%un levou derivaci délky k,
pravé kdyz (p, u, A) %, (p, e, ) vypoétem délky k.

O pravdivosti () se miZeme presvédeit indukci. Pro k = 1
plyne (») bezprostiedné z definice 4. Predpokladejme tedy plat-
nowt () pro jisté | > 1. Z tohoto predpokladu dokaZeme prav-
divost («) pro k =1 + 1 takto:

A =>*uBf = vy
jo lovhi derivace podle gramatiky 4 délky | + 1, pravé kdyz
A =* uB¢&

Jo lovit derivace délky I a v P existuje pravidlo
B—av (aeXu{e}, vel™)

tukove, 2¢ uu = v a v¢ = 5. To podle indukéniho pfedpokladu
n delinice 4 nastane prave tehdy, kdyz

(p. ua, A)=*,(p, a, BE)

vypoctem délky I a

(p.a. BE) &+, (p, e, vE),
fen
(poua, A)=* (p, e, 1)

vypoctem delky 1+ 1.
/7 (+) dostaivame jako specialni pfipad pro n = e:

ue (%)< ue N(A#).
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Piiklad 4.5.6. K zasobnikovému automatu .# z pt. 4.5.4 se-
strojme gramatiku ¢ takovou, Ze L(¥) = N(.#).
Pouzijeme automatu .4’ s jednim stavem zkonstruovaného
v 4.5.4 a z ného okamzité dostavame
R - PAP l PAG 4
pAP - 0 PBP PAP | 0 PB‘I ‘IAP | O‘IAP ’
PAQ - 0 PBP PA'] lO PB‘] 'IA‘] l 0 ‘]A‘l 4
PBP—>0 B BPIOPquBP’

rPpp
Ba—=0,

B Bq|0ququ’
po_'l’

qu—»o A

q°p?
qA‘I —)O‘IA‘IIO’
QAP - PBP PBP l PBG ‘IBP’

‘IAq - B Bq l PB‘I QB‘I :

ppp

pp

Tuto gramatiku miZeme podle 4.1.5 zredukovat a dostavame

R - pAp | pAq ’

pAp - Opo pAp | Oqu >

pAq - Opo pAq | Oqu ’

po -1 ‘OPBPPBP’

qAP - O ‘IAP | PBP PBP ’

‘IA'I - 0|0‘1A‘1|PBPPBP'

Pfejmenovanim neterminald R = 4, 4, = B, 4, = C, B, =D,
A, = E, ;A, = F vznikne pichledn&jsi gramatika

A—+B|C,

B - ODB|0OE,
C - 0DC|OF,
D - 1|0DD,

E - 0E|DD,

F - 0|OF |DD.
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Dinledek 4.5.7. Pro libovolny jazyk L jsou tato tvrzeni ekvi-
mlenini

n) 1. je bezkontextovy jazyk.

h) 1. - N(#) pro néjaky zdsobnikovy automat M .

¢) I.. N(#) pro néjaky zasobnikovy automat M s jedinym
Navem.

d) 1. - L(.#) pro néjaky zdsobnikovy automat M.

Posmamka 4.5.8. JelikoZz prechod od zasobnikového automatu
v Jedinym stavem k bezkontextové gramatice je pfimocary, je
sindné vytvotit na zakladé daného zasobnikového automatu .4
pHimo ckvivalentni gramatiku, aniz by mezitim bylo tfeba expli-
vlind konstruovat automat 4’ s jedingym stavem ekvivalentni
Aty .4,

lelnim 2 bezprostrednich disledkd vztahu mezi bezkontexto-
vymi juzyky a zisobnikovymi automaty je uzavienost tiidy bez-
hontextovych jazykd vici priniku s regularnimi jazyky.

Definlee 4.59. Rikame, ze tFida jazykii & je uzaviena viii
miniku s reguldrnimi jazyky, jestlize pro libovolny jazyk Le %
w toguldrnt jazyk Rje LN Re &.

Viétn 4.5.10. T¥ida bezkontextovych jazyki je uzaviena viici
prnthu s reguldrnimi jazyky. TFida jazykii rozpoznatelnych deter-
ministickymi zdsobnikovymi automaty je také uzaviena vici pri-
Whu s reguldrnimi jazyky.

Platnost t¢to véty miZzeme nahlédnout pomoci néasledujici
predatnvy. ME&jme zasobnikovy automat .# rozpoznavajici jazyk L
koncovym stavem a konecny automat &/ rozpoznavajici jazyk R.
I'redstuvime-li si .# jako zatizeni s jednosmérnou vstupni paskou
I',. konecnou Fidici jednotkou C, a zasobnikem Z a automat &/
juko sutizeni s jednosmérnou vstupni paskou P, a konetnou
tiliel jednotkou C,, lze z téchto dvou zafizeni vytvotit jediné
mlzont ztotoZnénim P, a P,. Vznikne tak zafizeni, které ma
jwdinou vstupni jednosmérnou pasku, jeden zasobnik a soustavu
dvou koneenych Fidicich jednotek C,, C,. Tato soustava oviem
unbyvii pouze konetné mnoha stava a lze na ni pohliZet jako
i jodimon jednotku. Vzniklé zatizeni je tedy zasobnikovy auto-
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mat. Jestlize za pocatecni stav tohoto automatu povazujeme stav,
kdy obe¢ slozky fidici jednotky jsou ve svych pocatecnich stavech,
a za koncové ty stavy, ve kterych jsou obé€ slozky v koncovych
stavech, je vidét, Ze nové vznikly automat rozpoznava L m R.
JelikoZ se jedna o zasobnikovy automat, je L n R bezkontex-
tovy.

Nasledujici dikaz je pouze formalnim vyjadfenim této uvahy.
Vsimnéte si v ném zplsobu, jakym je vyfeSen problém, Zze ./
muze délat e-kroky.

Dukaz. Budiz L bezkontextovy jazyk rozpoznavany pomoci
koncového stavu zasobnikovym automatem

M=(0,2,T,0,,q,,Zy, F,)
a R budiz regularni jazyk rozpoznavany koneCnym automatem

oA = (Q2a 2,0, 9 Fz) .

Ziejmé miZeme bez Ujmy na obecnosti predpokladat, Ze oba
automaty maji stejnou vstupni abecedu. Sestrojime zasobnikovy
automat ', ktery rozpoznava koncovym stavem jazyk L n R.
Automat .#’ je definovan takto:

M = (Q1 x QZ,Z,F,5,(q1,q2),ZO,F1 x F,),
kde ¢ je zadano t€mito vztahy:

(r.9).7)ed(p.9)a,2) =

< bud

an&(p’, )’)Eél(p’ aZ)&‘sz(q’ a) =q,
nebo
a=e&(p,y)ed\(peZ)&q=1q,
kde
PP eQ,, 4.9€Q, acXu{e}, yel'*, ZeT.

Ctenat (na zakladé predchozi ivahy) sim snadno owefi, Ze
L(#') = L(#) ~ ().
Mimoto je z definice automatu .#' okamzité ziejmé, ze 4’ je

deterministicky, je-li .# deterministicky.
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4.6. Principy analyzy zdola

Nyntuktickad analyza metodou shora, s niZ jsme se na intuitivni
trovni seznamili v €l. 4.3, je spjata s druhym zakladnim postu-
pem syntaktické analyzy, analyzou zdola. Tuto metodu a jeji
vzinh k dfive popsané metode si budeme ilustrovat opét na pfi-
klndu gramatiky

(1) A—->A+ B,

(?) A-B,
(v B - BxC,
() B-C,
() (),
(0) (—>a

W nnalyze Fet&zu ax(a + a). Metoda analyzy shora probird
valupni fetéz zleva doprava a pfitom vydava posloupnost Cisel
pravidel uréujicich levou derivaci vstupniho fetézu.

Je zF¢jmé, Ze pii prohliZeni vstupniho fetézu zprava doleva
hychom obdobnym zpiisobem ziskali pravou derivaci vstupniho
fetézu. ‘Tento postup pro fetéz a*(a + a) je zachycen v tab. 6.
Lentokrdt je vyhodnéjsi zapisovat obsah zasobniku tak, Ze pravy
honee slova odpovida vrcholu zasobniku.

llvedme nékolik charakteristik popsané analyzy fetézu

ax(a+a):

I vstupni fetéz je prochazen zprava doleva;

2. postupné jsou vydavany Cleny posloupnosti 2, 3, 5, 1, 4, 6,
1.4, 0,4, 6, {). posloupnosti urCujiei pravou derivaci analyzova-
ného Tetezu;

\. adpovidajici derivaéni strom (viz obr. 38) je prochazen shora
dolty (levym dolnim rohem konce).

Iredstavme si, Ze cely proces provedeme pozpatku. Pritom
sTejme bude

I vstupni fetéz prochazen zleva doprava;

) postupné budou vydavany €leny posloupnosti 6, 4, 6, 4, 2,
0,4, 1, 8, 3, 2 urCujici pozpatku pravou derivaci;
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Cteny Obsah Provadéna operace Cls.l °
symbol zAsobniku pravidla

- A prepsani (vrcholu zasobniku)

podle pravidla 2 2
- B piepsani podle pravidla 3 3
- BxC piepsani podle pravidla 5 5
) B «(A) terminalni symbol na vrcholu

zasobniku se srovna se vstupnim

symbolem (kraceni) -
— Bx*(A ptepsani podle pravidla 1 1
- B+(A+ B ptepsani podle pravidia 4 4
- Bx(4+C piepsani podle pravidla 6 6
a Bx(A +a kraceni -
+ Bx(A + kraceni -
- Bx(4 piepsani podle pravidla 2 2
- B« (B piepsani podle pravidla 4 4
- Bx(C pfepsani podle pravidla 6 6
a Bx(a kraceni
( B x( kraceni -
* B * kraceni -
— B piepsani podle pravidla 4 4
- C prepsani podle pravidla 6 6
a a kraceni —

slovo -
ptecteno -
Tab. 6

3. odpovidajici deriva¢ni strom bude prochazen zdola nahoru
(levym dolnim rohem pocinaje).

Zakladni operace analyzy shora (pfepsani vrcholu zisobniku
a kraceni) se pfi zpétném priibéhu projevi jako dva nové typy
operaci:

a) pfesun nového vstupniho symbolu do zasobniku (odpovida
kraceni);

b) redukce n&kolika vrchnich symbold zasobniku na jediny
symbol (odpovida pfepsani vrcholu zasobniku).

Podrobnéji: jestlize v pivodnim procesu byl vrchni symbol
zasobniku nahrazen fetézem @ podle pravidla D — w, bude
opacna akce spocivat v tom, Ze n€kolik vrchnich symbold za-
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wobnlku tvoficich fetéz w bude podle uvedeného pravidla redu-
kovano na D.

Annlyza za€ina s prazdnym zasobnikem a pfi Usp&€Sném pri-
hohu (t). ptijeti slova) je po pfecteni celého vstupniho fetézu
v shnobniku pouze pocatecni symbol.

Podle zpisobu prochazeni derivaénim stromem je tento zpi-
sob analyzy nazyvan analyzou zdola. Misto prochazeni stromu
jo mo¥nc si predstavovat jeho postupné vytvateni.

Clony Obsah Provadéna operace Cislo Viz
nymbol zasobniku pravidla | obr. 40
" nacteni do zasobniku - -

a redukce podle pravidla 6 6 a)
C redukce podle 4 4 b)
. B presun do zasobniku - c)
( B« ptesun do zasobniku - d)
" B ( presun do zasobniku - -
Be(a redukce podle 6 6 e)
Ba(C redukce podle 4 4 f)
B»(B redukce podle 2 2 -
| B«(A presun do zasobniku - g)
" Be(A+ ptesun do zasobniku - -

Be(A+a redukce podle 6 6
Be(a+C redukce podle 4 4 -
B+(A+B redukce podle 1 1 h)
) Be(A presun do zasobniku - i)
B (A) redukce podle 5 5 -
BeC redukce podle 3 3 j)
B redukce podle 2 2 -
A konec analyzy - k)

Tab. 7

I"abeh popsaného typu analyzy fetézu a=*(a + a) podle vy-
vhoal grnmatiky je zachycen v tab. 7 a n€kolik stadii konstrukce
twiiviaentho stromu je na obr. 40.

Zveln analogicky jako v €l. 4.3 jsme zatim odsunuli stranou
olfizkn, jukym zplsobem se urCi spravné pokracovani v piipadg,
Jo eximtue nékolik moznych. Jedno z feSeni tohoto problému
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je vylozeno v kap. 5 v ¢asti o LR gramatikach. Na této Grovni
se opét spokojime s nedeterministickym postupem. Snadno oviem
muzeme urcit, jakou tfidu jazykad lze timto postupem analyzovat.

4
B B B B B B
| ] 1 i | |
c ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ c ¢
[ I | | | ] |
a a a a » a » (a a » (a ax (a
ay b o a) [J] f) 9
4
A § 1776
A Vi % / A
| )?\ I\ |\
A G G AL O O3\ O 1
¢ b :o cle ¢ [cle ¢ ¢
] [N
a *» (a+a a;(a¢!¢ nlzu(a+a.) a * ( a+a)
h) i) P k)
Obr. 40

Stadi k tomu dv€ jednoduché uvahy.

1. Pro modifikované zasobnikové automaty, které prochazeji
vstupni slova zprava, lze analogicky jako v ¢l. 4.5 ukazat (s po-
uzitim pravych na mist& levych derivaci), Ze rozpoznavaji pravé
bezkontextové jazyky.

2. Jestlize od zasobnikového automatu .4, analyzujiciho
vstupni slovo zprava pfejdeme k automatu .#, realizujicimu
vypolty .#, pozpatku (viz pfechod od tab. 6 k tab. 7), potom
usp&sné (ptijimajici) vypoéty .#, jsou pravé viechny pozpatku
provedené piijimajici vypoCty automatu .# . Automat .#, proto
piijima stejny jazyk jako .#,.

Shrnutim obou pozorovani dostavame, Ze nedeterministickou
analyzou zdola lze analyzovat pravé bezkontextové jazyky.

4.7. Chomského normalni forma, lemma o vkladani
V tomto ¢lanku ukaZeme, Zze vSechny bezkontextové jazyky je
moZné generovat gramatikami v jistém specialnim tvaru. Deri-

vacni stromy pfislu$né k t€mto gramatikam budou mit uniformni
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tvar usnadiiujici rizné kvantitativni odhady, jak nastinime v di-
kuzu tzv. lemmatu o vkladani.

Definice 4.7.1. Bezkontextovd gramatika je v Chomského nor-
mdini formé, pravé kdyz viechna jeji pravidla jsou tvaru X — YZ
nebo X —a, kde X, Y, Z jsou neterminaly a a je terminalni
symbol.

/. definice je patrné, Ze jazyk generovany gramatikou v Chom-
sk¢ho normalni form& nemutze obsahovat prazdné slovo. Uka-
Pome, Ze aZ na tuto vyhradu lze kazdy bezkontextovy jazyk ge-
nerovat néjakou gramatikou v Chomského normalni forme.

Véta 4.7.2. Ke kazdému bezkontextovému jazyku L existuje gra-
matika 4 v Chomského normdlni formé takovd, Ze

L—{e} = L(®).

Dukaz. Konstrukce popisované v ditkkazu véty budeme prii-
h&Iné ilustrovat na jednoduché gramatice.

Budiz ¢ = (IT', Z, A, P') gramatika generujici L — {e}. Diky
vet¢ 3.2.8 miZzeme za ' zvolit nevypoustéjici gramatiku. Pro nas
priklad to bude tato gramatika:

A-B|C,
B - 0B1]01,
C-D|E,
D—1D0|1,
E - OE | 0.
Nejprve z gramatiky odstranime vSechna pravidla typu X — Y,

kde X, Y jsou neterminaly. Pfi tom postupujeme takto: Ke kaz-
dému neterminalu Z najdeme vSechna X takova, Ze

X=X =X,=>.=2X,=2
pro ngjaké neterminaly

XpouX,nzl.

n’

S kiazdym pravidlem Z — 5 pak do mnoZiny pravidel zahrneme
tnk¢ X — n. KdyzZ takto roz§ifime mnozinu pravidel, odstranime
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vechna pravidla typu X — Y. V nasem pfikladu tak dostavame
tuto gramatiku:

A - O0B1|01,
B - 0B1]|01,
A—-1D0|1,
C-1D0|1,
D-1DO|1,
A - OE|0,
C—»OEIO,
E - 0E|0.

Je ziejmé, ze uvedenou konstrukci vznikne gramatika ekviva-
lentni s plivodni gramatikou. Pouziti nové pfidanych pravidel se
totiz ve vychozi gramatice daji simulovat né€kolika kroky deri-
vace. Naopak useky derivace podle prvni gramatiky uZivajici
pouze pravidel typu X — Y jsou nasledovany aplikaci pravidla
typu Z — 1, kde || = 2 nebo neX. Cely takovy usek lze na-
hradit jednim z nové ptidanych pravidel.

Nez postoupime dale, v§imnéme si, Zze v naSem pfikladu vznikla
po popsané transformaci gramatika, ktera neni redukovana (ne-
dosazitelny neterminal C). Proto ji pro zjednoduseni zredukujme
takto:

A —0B1|01|1D0|1|0E |0,
B - 0Bl |01,

D - 1DO0|1,

E - 0E|0.

Po popsané Gpravé dostavame gramatiku, u niZ vSechna pra-
vidla s pravou stranou kratsi nez 2 jsou ve tvaru vyhovujicim
Chomského normalni formé. Jsou totiz tvaru X — a, kde X je
neterminal a a terminal.

V dalsim vykladu se tedy stali zabyvat pouze pravidly typu
X — 1, kde || 2 2. Tato pravidla upravime tak, aby se na jejich
pravé strané vyskytovaly pouze neterminaly. Toho dosahneme
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phiddnim nového neterminalniho symbolu pro kazdy terminal.
Neterminal Y takto pfidany k terminalu y budeme nazyvat za-
supnym neterminalem za y. Do mnoziny pravidel pfidame
pruvidla Y- y a v kazdém pravidle s pravou stranou délky
nlespont 2 nahradime viechny vyskyty terminald jejich zastup-
nymi neterminaly.

V na$em pfikladu pfidejme zastupny neterminal F za 0 a G
sn 1. Dostaneme tak

A - FBG|FG|GDF|1|FE|0,
B > FBG|FG,

D - GDF |0,

E - FE|o0,

F-0,

G-1.

Uvedenou transformaci opét dostaneme gramatiku ekviva-
lentni s gramatikou pivodni. VSechna pravidla ziskané grama-
tiky, ktera maji pravou stranu délky nejvySe 2, uz vyhovuji tvaru
Chomského normalni formy. Zbyva tedy upravit pravidla typu

X->X,X,..X,n23.

Kazdé takovéto pravidlo nahradime soustavou pravidel

X Xy,
Y, -X,Y,,
Y,.-z - Xn—IXn’

kde Y,,..., Y,_, jsou daldi nové pfidané neterminaly nevyskytu-
jici se v jinych pravidlech. Diky tomu se v derivaci uplatni vidy
cela soustava, a to presné se stejnym efektem, jako by mélo pre-
psani podle vyfazeného pravidla. Vznikla gramatika je proto opét
ekvivalentni s gramatikou ptivodni.
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V naSem pfikladu tak dostaneme tuto gramatiku:
A - FA,|FG|GA,|1|FE|O0,
A, - BG,

A, > DF,

B - FB,|FG,
B, —» BG,

D -GD, |0,
D, - DF,

E - FE|O0,
F -0,

G —1.

Poznamka 4.7.3. KaZdy deriva¢ni strom podle gramatiky
v Chomského normalni formé ma tyto dvé vlastnosti:

a) z kazdého vnitfniho uzlu vychazeji dvé nebo jedna hrana;

b) z uzlu vychazi jedina hrana pravé tehdy, jestlize tato hrana
vchazi do listu.

Uvedené vlastnosti ocenime pfi dikazu nasledujici véty, ktera
pro bezkontextové jazyky hraje podobnou roli jako véta 1.3.3
pro regularni jazyky. Poskytuje jednoduchy a elegantni nastroj
pro situace, kdy je tfeba ovéfit, Ze jisty jazyk neni bezkontex-
tovy.

Véta 4.7.4 (Lemma o vkladani).* Necht L je bezkontextovy
jazyk. Potom existuji pFirozend Cisla m, n takovd, Ze kazdé slovo
ze L délky vétsi neZ n miiZe byt napsdno ve tvaru

Z = uvwxy
tak, Ze
1. w'wx'ye L pro vSechna i = 0,
2. alespori jedno ze slov v, x je neprdzdné,
3. vax| <m

*) V anglické literatufe je tato véta znama jako ,,pumping lemma“ pro
bezkontextové jazyky.
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Dikaz véty v plné obecnosti je mozné najit v knize [20].
Zdce probereme konkrétni piiklad a na ném osvétlime vSechny
podstatné Gvahy, o které se dikaz opira.

UvaZujme bezkontextovy jazyk L generovany gramatikou

A - BC|a,
B - BA|AB]|b,
C - BC|c.

Obr. 41a) zachycuje derivaéni strom T pro slovo bbcbc.
V tomto strom€ se na n&kterych cestach od kofene k listim
opakované vyskytuje stejny neterminal. Ptikladem jsou dva vy-
skyty neterminalu B na cest&, ktera je na obr. 41a) vyznaGena

8~ \/c

b8
b b
©)

Obr. 41

.

silng. Prvni vyskyt tohoto neterminalu je kofenem podstromu
popisujiciho strukturu fetézu bcb a oznaCeného na obrazku jako
1,, druhy vyskyt je kofenem podstromu T, popisujiciho struk-
turu b. Z obrazku je moZné vycist, Ze

(*)  A=*bBc (T, je podstromem T),
(%)  B=*Bcb (T, je podstromem T;),
(wex)  B=*b (strom T;).

Jestlize na obr. 41a) nahradime podstrom T, podstromem T,
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dostaneme strom z obr. 41b) popisujici fetéz bb(cb)* c. Jinymi
slovy, od derivace odpovidajici obr. 41a):

A =*bBc =* bBcbc =* bbcbc

prejdeme [opakovanym uZitim ()] k derivaci odpovidajici
obr. 41b):

A =*bBc =* bBcbc =* bBcbcbc =* bb(cb)* ¢ .

Vysledkem je zdvojeni podietézu cb. Kdybychom v obr. 41b)
opét nahradili podstrom T, podstromem 7, dostali bychom
deriva¢ni strom fetézu bb(cb)’ ¢ a iteraci tohoto postupu mi-
Zeme ziskat derivacni strom pro bb(cb) ¢ pro kazdé i = 1. Jest-
lize naopak ve stromu z obr. 41a) nahradime podstrom 7, pod-
stromem T,, dostaneme derivaéni strom z obr. 41c), ktery po-
pisuje fetéz bbc, tj. bb(cb)’ c. Je tedy bb(cb) ce L pro viechna
i=0.

Oznadime-li u = b,v = e,w = b, x = cb, y = ¢, mame bbcbc =
= uwwxy a u'wx'ye L pro i = 0, tzn. nasli jsme rozklad slova
bbcbe spliujici tvrzeni 1 véty, ale i tvrzeni 2, nebot zde x # e.

PiesvédCme se, Ze takovy rozklad je mozné najit pro kazdé
dostatecné dlouhé slovo zeL. OkamzZit¢ je vidét, Ze popsany
postup lze pouZit na kazdy derivacni strom, v némzZ jsou na né-
které cesté od kofene k vrcholu dva rizné vrcholy ohodnoceny
stejnym neterminalem. To samoziejmé nastane na kazdé cesté
délky vétsi, nez je celkovy pocet k neterminalti gramatiky. Na
cest¢ délky I totiz lezi | + 1 vrchold, z toho | ohodnocenych
neterminaly. V naSem pfipadé€ je proto urcit€ mozné postup apli-
kovat na libovolny derivacni strom vysky vétsi nez 3.

Deriva¢nich stromi vy$ky omezené Cislem k je pro kazdou
gramatiku kone¢né mnoho, a proto existuje takové Cislo n, Ze
kazdy derivacni strom pro libovolné slovo délky vétsi nez n uz
nutn& obsahuje cestu del§i neZ k. (Snadno se spotita, Ze pro nas
pfipad je n = 4, obecné pro gramatiku v Chomského normalni
formé s k neterminaly n = 271

Tim jsme ovéfili, Ze kazdé slovo z jazyka L délky vétsi nezZ n
je moZné psat ve tvaru uowxy tak, Ze plati tvrzeni 1 véty. Tvrzeni
2 je v tom ptipadé také splnéno z diivodu, ktery je vidét z obr. 41a).
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Hrana vychazejici z kofene podstromu T, kterd nesméfuje ke
kofeni podstromu T, (v tomto ptipadé prava), vchazi do vrcholu
ohodnoceného neterminalem (zde B). JelikoZ gramatika je v Chom-
ského normalni formé, je z tohoto neterminalu vygenerovano
neprazdné slovo, které je podslovem slova v nebo (jako v nasem
ptipadg) podslovem slova x.

Zbyva se presvéddit, Ze rozklad slova z je moZné zvolit tak,
aby platilo i tvrzeni 3, tzn. aby podslovo vwx mélo délku kratsi
neZ jista pfedem dana konstanta zavisla pouze na gramatice %.

Zhruba feCeno, usek vwx je tim kratsi, ¢im je vyska k nému
ptislusného podstromu mensi. Tento podstrom je vSak mozZné
zvolit tak, aby Zadna jeho cesta neméla délku vétsi nez k + 1.
Proto lze dosahnout toho, aby |vwx| < m, kde m = 2* (pro gra-
matiku v Chomského normalni formg).

Piesvédcili jsme se, Ze zvolend gramatika tvrzeni spliiuje. Nase
Gvahy v8ak plati pro libovolnou gramatiku v Chomského nor-
malni formé&, tedy podle 4.7.2 ma poZadované vlastnosti kazdy
jazyk L — {e}, kde L je libovolny bezkontextovy jazyk. Jelikoz
tvrzeni véty hovoii pouze o slovech kladné délky, plyne z jeji
platnosti pro L — {e} i platnost pro L.

Lemma o vkladani nejCastéji slouzi k dikazu tvrzeni, Ze né-
jaky jazyk neni bezkontextovy.

Pfiklad 4.7.5. UkaZme, Ze jazyk L= {a"b"c";n = 1} neni bez-
kontextovy.

Predpokladejme opak, tj. Ze L je bezkontextovy a Ze tedy
existuji prirozena &isla m, n s vlastnostmi uvedenymi v lemmatu
o vkladani. Zvolme I > n3. Potom slovo z, = d'b'c' je mozné
psat ve tvaru z, = uvwxy, kde v # e nebo x # e, a kazdé slovo
z; = uv'wx'y lezi v L. ProtoZe ve vSech slovech z L se symboly
a, b, ¢ vyskytuji v abecednim pofadku a protoze z;eL i pro
i > 1, mize kazdé ze slov v, x obsahovat pouze stejné¢ symboly
(tj. napt. v obsahuje pouze b, x obsahuje pouze c; kdyby totiz
napf. v = aab, potom by uz z, obsahovalo podslovo aabaab
a nemohlo by pattit do L). Ve slovech z; proto s rostoucim i roste
pocet nejvyse dvou druhii symbold (obsaZenych ve v a x), za-
timco symbold tfetiho druhu je stale stejny pocet. (Pfitom délka
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z; s rostoucim i roste, protoZe v nebo x je neprazdné.) Tim jsme
dospéli ke sporu s definici L. Jazyk L tedy neni bezkontextovy.

Vyuzili jsme nyni jen tvrzeni 1 a 2 lemmatu o vkladani. Ukazme
si 0 néco komplikované;si ptiklad, ve kterém se vyuZije i tvrzeni 3.

Pfiklad 4.7.6. Ukazme, Ze jazyk L = {ww; we {0, 1}*} neni
bezkontextovy.

Opét provedeme dikaz sporem. Pfedpokladejme, Ze L je bez-
kontextovy a Ze tedy k nému existuji Cisla m, n s vlastnostmi
uvedenymi v lemmatu o vkladani. Zvolme k > max (m, n) a oznag-
me w,=wy; =0 w,=w,=1% a z=ww,ww,, tj. z=
= OF1%0*1*. Ztejmé zeL. Uvazujme jeho libovolny rozklad

= uowxy spliujici podminky véty 4.7.4. Jelikoz |vwx| < m
a z jsme zvolili tak, Ze |w;| > m pro kazdé i, 1 < i < 4, nemize
podslovo vwx ve slové z zasahovat do vice neZz dvou sousednich
tsekt w;. Necht zasahuje napf. do Usekd w,, w,. Slovo uwy =
= u’wx®y ma podle véty 4.74 také pattit do L, ale ptfitom
uwy = 0'1°0" 1, kde 0 < r <k, 0<s=<kar+s<k+k (pro-
toze alespoit jedno z vypusténych podslov v, x je neprazdné).
Slovo tohoto tvaru oviem nevyhovuje definici jazyka L. Podobné
se vylou¢i moZnosti, Ze vwx zasahuje nejvys do w,w, nebo w,w,.
Tim je pfedpoklad, Ze L je bezkontextovy, doveden ke sporu.

ROZSIRUJICI CAST
4.8. Uz%vérové vlastnosti

V kapitole 2 jsme naznatili nékolik moZnosti, jak vyuzit uzavé-
rovych vlastnosti tfidy regularnich jazykd. Podobny uZitek pfi-
nasi znalost uzavérovych vlastnosti u bezkontextovych jazyki.
Zakladni pfehled podava tab. 8. Znatka + (resp. —) oznatuje,
e ptisluSna tfida jazykd je (resp. meni) vii¢i uvedené operaci
uzaviena. Ve vedlejsim sloupci je pak vidy uveden odkaz na
pramen, ve kterém je moZné nalézt dikaz dotyéné vlastnosti.
K tabulce jsou pfipojeny komentafe.

Uvedme definice nékolika pojmu, s kterymi jsme se zatim ne-
setkali.
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Bezkon- Determi-
Operace textové Pramen nistické Pramen
jazyky jazyky
sjednoceni + [20] - 488
prinik — 48.7 - 438.7
doplnk - 488 + f20]
zfetézeni + [20] - 48.11
iterace + [20] - 4811
zrcadlovy obraz + [20] - 438.10
prinik s regulérnjnh
jazykem + 4.5.10 + 4.5.10
substituce + [20] - 489
homomorfismus + [20] - 489
inverzni homomorfismus + 4.8.13 + 48.10
sekventni zobrazeni + 48.16 — 489
inverzni sekvencni
zobrazeni + 4.8.16 - 4.8.10
pravy kvocient
s regularnim jazykem + [20] + (20]
levy kvocient o
s regularnim jazykem + 48.10 - 48.10
Min - 48.12 + [20]
Max - 48.12 + [20]
Tab. 8
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Definice 4.8.1. Rekneme, e tFida jazykit & je uzavFena viici

1. substituci (srov. 2.2.7), jestliZe pro kazdé L € & a pro kaZzdou
substituci o: Z* —» 2(4*) takovou, Ze pro viechna aeX je
o(a)e &, plati o(L)e Z;

2. homomorfismu (resp. inverznimu homomorfismu), jestlize pro
kazdy homomorfismus h a kazd¢é Le% je h(L)e £ [resp.
h~L)e Z];

3. pravému (resp. levému) kvocientu s reguldrnimi jazyky, jestlize
pro kazdy regularni jazyk R a kazdé Le# je L|Re ¥ (resp.
R\Le %).

Podobné se definuje uzavienost i vici n€kolika dalSim ope-
racim, které nyni zavedeme.

Definice 4.8.2. Zobecnénym sekvencnim strojem rozumime Sestici
y = (Q3ZaA35aq07F)3

kde Q, %, 4, q, a F jsou po fadé stavovy prostor, vstupni a vy-
stupni abeceda (vSe kone¢né mnoZiny), po¢atetni stav a mnoZina
koncovych stavi, é je zobrazeni z Q x X do mnoZiny viech ko-
nenych podmnoZin mnoZiny Q x A4* Zobrazeni é rozsifime
ptirozenym zplisobem na zobrazeni

0:Q x Z* > 2(Q x 4%)

takto:
1. og.¢) ={ge)},
2. 8(a, wa) = {(p, v);

v lze psat ve tvaru v = v,v, tak, Ze existuje peQ, pro

které (p,v,)€d(q,w) a (p, v,) e 8(p, a)} .

Definujme pro libovolné slovo w a jazyk L:
S(w) = {u; existuje peF tak, Ze (p,u) € d(qo, W)},

S(L) = U S(w).

wel

Takto ziskané zobrazeni budeme nazyvat sekvenénim zobrazenim.
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Podobné definujeme inverzni zobrazeni timto pfedpisem:
S~ w) = {u; we S(u)},
S7HL) = U S~ w).

welL
Takové zobrazeni se nazyva inverzni sekvenéni zobrazeni.
Jestlize v definici 4.8.2 navic poZadujeme, aby

|6(g, x)| < 1

pro kazdé geQ a xeZ, dostavame deterministicky zobecnény
sekvencni stroj, deterministické sekvenéni zobrazeni a inverzni de-
terministické sekvencni zobrazeni.

Piiklad 4.8.3. Budiz
& =(0,2,4,6,q,F)
zobecnény sekvencni stroj s
0 = {40 91,9293} » Z = {a, b},
4 ={a,b,c,d}, F = {q,}

a 6 definovanou takto:

5(‘10, a) = {(qO’ a), (‘h’ a)} ;
(g, a) = {(‘h’ b)} )

d(q,, b) = {(‘12’ c)} )

8(g2, b) = {(a2 ). (g3, dd)} ,
8(q3, b) = {(qs, dd)} -

Potom napt. pro L, = {a'b’; i 2 1} je
S(L,) = {abdad*;j=20,iklz1,i+j=k+1}
apro L, ={ab,cd}* je
S™YL) = {d'¥); i,j 2 1}.
Definice 4.8.4. Pro libovolny jazyk L definujme jazyky
Min (L) = {w; weL&[w=uw&v #e=>u¢L]},
Max (L) = {w; we L& [u # e=>wu¢L]}.
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Jazyk Min(L) se tedy sklada ze slov jazyka L, ktera nemaji
vlastni prefix pattici do L. Podobn& Max (L) je tvofen slovy z L,
ktera nelze prodlouzit na Zadné slovo patfici do L.

Priklad 4.8.5. Necht

L={ab;1<ix<j<2}.
Potom

Min (L) = {a"b"; n 2 1},

Max (L) = {a"b*"; n 2 1}.

Komentare.

4.8.6. Uzavienost tfidy bezkontextovych jazykt vici sjedno-
ceni, zfetézeni, iteraci, zrcadlovému obrazu, substituci a homo-
morfismu jsou velmi jednoduché vysledky a ¢tenaf si je muze
sam dokazat jako cviCeni.

Dokazat, Ze bezkontextové jazyky jsou uzavieny vici pravému
kvocientu s regularnim jazykem a Ze deterministické jazyky jsou
uzavieny viiéi operaci Min je o néco obtiznéjsi cviCeni, zatimco
vysledky o uzavienosti deterministickych jazykd vicéi dopliku
a uzavienosti vi€i operaci Max se opiraji o zna¢n€¢ kompliko-
vany dikaz.

4.8.7. Skutecnost, Ze bezkontextové ani deterministické jazyky
nejsou uzavieny vici pruniku, plyne z pozorovani, Ze prinikem
dvou deterministickych jazykt

L, = {dbc; i=j},
L, = {ablc*; j =k}

(reprezentujte je sami deterministickymi zasobnikovymi auto-
maty) vznikne jazyk

L,nL,={ab"c";n=1},
o némz podle 4.7.5 vime, Ze neni bezkontextovy.

4.8.8. Bezkontextové jazyky nejsou uzavieny vuéi dopliku,
jak plyne z de Morganova pravidla

L,AL,=—(—L,u —L,)
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u skutecnosti, Ze jsou uzavieny vii€i sjednoceni a nejsou uzavieny
viiéi priniku.

Z obdobného divodu (uzavienost vici doplitku, neuzavienost
viti priniku, de Morganovo pravidlo) nejsou deterministické
jazyky uzavieny vici sjednoceni.

4.8.9. Diky uzavienosti deterministickych jazyk vaci operaci
Min se da pomérné snadno dokazat, Ze bezkontextovy jazyk

L, = {ww®; we {a, b}*}
neni deterministicky (viz napt. skripta [22]). JelikoZ jazyk

L, = {wew®; we {a, b}*}
zjevné deterministicky je, a protoZze homomorfismus 4 dany pied-
pisem h(a) = a, h(b) = b, h(c) = e ptevadi L, na L,, neni tfida

deterministickych jazykd uzaviena vidc¢i homomorfismu, a tim
spiSe ani vici substituci ¢i sekvenénimu zobrazeni.

4.8.10. Jinym pfikladem bezkontextového jazyka, ktery neni
deterministicky, je jazyk

L, ={dbd;i=jVj=k}
(viz skripta [22]). Naproti tomu jazyk

L, = {fab'c; i =j}u {ga'blc*; j = k}
ziejmé deterministicky je. ProtoZe

Ll = {f, g}\Lz ,

neni tfida deterministickych jazyk uzaviena vuci levému kvo-
cientu s regularnim jazykem. JelikoZ levy kvocient je moZné vy-
jadfit pomoci operace pravého kvocientu a zrcadlového obrazu
(srov. 2.2.18) a jelikoZ deterministické jazyky jsou uzavieny vigi
pravému kvocientu, nejsou deterministické jazyky uzavieny viéi
zrcadlovému obrazu. Na druhé strané, kombinace zrcadlového
obrazu a pravého kvocientu s regularnim jazykem dava uzavie-
nost bezkontextovych jazykd vici levému kvocientu s regular-
nim jazykem.

Nedeterministicky jazyk f . L, je mozZné ziskat z L, inverznim
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nedeterministickym sekvenénim zobrazenim (které zobrazuje f
na f nebo g, a na a, b na b). Proto také nejsou deterministické
jazyky uzavieny vGéi tomuto typu zobrazeni. Jsou oviem (viz
kniha [20]) uzavieny vidi inverznimu deterministickému sek-
venénimu zobrazeni. Tim spiSe pak vaci inverznimu homomor-
fismu.

4.8.11. Pouzijeme deterministického jazyka
L, = {abe*; i =j} u {gab'c; j =k}

(srov. s L, z 4.8.10) a deterministického jazyka L, = {g}*. Zfe-
tézenim L, .L, vznik4 jazyk, ktery neni deterministicky. Dale
je zfejm& L, .L, deterministicky, ale (L, .L,)* deterministicky
neni.

4.8.12. Neuzavienost tfidy bezkontextovych jazykd viéi ope-
racim Min a Max je patrna z pfikladi bezkontextovych jazykt
L, = {a'b’c*; k = min (i, j)},
L, = {db/c*; k < max (i, j)} .

Plati, Ze
Min(L,) = {a'b'c*; k = min (i, j)},
Max (L,) = {a'b/c*; k = max (i, j)} ,

a ani jeden z téchto jazykid neni bezkontextovy, jak se snadno
dokaze z lemmatu o vkladani 4.7.4.

4.8.13. Zdaleka ne vSechny operace uvedené v tab. 8 jsou
na sobé nezavislé. Jestlize je napf. dokdzana uzavienost tiidy
jazykd vic¢i priniku a dopliiku, plyne z toho uzavienost vici
sjednoceni. Podobné z uzavienosti tfidy bezkontextovych jazykt
viici substituci, homomorfismu a priniku s regularnim jazykem
je mozné dokazat jeji uzavienost viici inverznimu homomorfismu.

Pro libovolny homomorfismus h: Z* — A* totiZ miZeme de-
finovat abecedu ¥ dvojnikt k symboliim z X a dale
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1. substituci o pfedpisem
o(c) = Z*cZ*

pro kazdé ce 4,
2. regularni jazyk

L, = {aw; ae Z,we 4* a ha) = w}

(takéL* je samozfejmé regulami jazyk),
3. homomorfismus h,: (£ U 4)* - Z* pfedpisem

h,(@) = a pro viechna aeZX,
h,(c) = e pro viechna ce4.

Potom z uzavienosti ttidy % vici zminénym operacim plyne,
Ze pro kazdy jazyk Le & je

hi(o(L)n L) e .
Ptitom ale zfejmé plati, Ze
hy(o(L) A L¥) = h~Y(L).

4.8.14. Prohloubenim podobnych tvah vznikla cela rozsahla
partie algebraické teorie formalnich jazykd, zabyvajici se napf.
zkoumanim tzv. abstraktnich tfid jazykt. Pojem abstraktni tfidy
jazykl vznikl vytypovanim né€kolika uzavérovych vlastnosti, které
maji vechny Ctyfi tfidy jazykd v Chomského hierarchii a které
jsou splnény i Cetnymi dal§imi zajimavymi tfidami jazykd. V de-
finici jsou vybrany co mozné nejjednodussi uzavérové vlastnosti,
které implikuji vlastnosti dalsi.

Definice 4.8.15. TFida jazykii se nazyva abstraktni, jestlize obsa-
huje n¢jaky neprazdny jazyk a je uzaviena vuci

1. sjednoceni,
pruniku s regularnim jazykem,
pozitivni iteraci (tj. operaci *),
nevypoustéjicimu homomorfismu,
. inverznimu homomorfismu.

Abstraktni tiida jazykit je plnd, jestlize je uzaviena nejen vuci
nevypoust&jicimu, ale vici libovolnému homomorfismu.

PR NN
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Ttidy jazyku typu 0, bezkontextovych jazykti a regularnich
jazykl tvofi plné abstraktni tfidy jazykt. Kontextové jazyky
jsou piikladem abstraktni tfidy jazykd, ktera neni plna.

Pro ilustraci uvedeme nékolik uzavérovych vlastnosti plnych
abstraktnich tfid jazyku.

Véta 4.8.16. KaZda plnd abstraktni tfida jazyki je uzavFena vici:
a) zretézeni jazykil,

b) operaci iterace,

c) reguldrni substituci [tj. takové substituci

o: Z* > P(4*),

u ni% pro kazdé ae X je o(a) reguldrni jazyk],
d) sekvencnimu zobrazeni,
e) inverznimu sekvencnimu zobrazeni,
f) levému i pravému kvocientu s reguldrnim jazykem.

Dikaz této véty i dalsi informace o abstraktnich tfidach ja-
zykl je moZno nalézt napt. v knize [28].

4.9. Normalni formy, tfidy generatori

Stejnou sluzbu, jakou v zjednoduSovani tivah o bezkontextovych
jazycich poskytuje Chomského normalni forma, s niZ jsme se
seznamili v €l. 4.7, nabizi v jinych souvislostech néktera z dalSich
normalnich forem. Seznidmime se proto struéné jesté se dvéma
dalsimi dulezitymi normalnimi formami bezkontextovych gra-
matik, Greibachové normalni formou a tzv. operatorovymi gra-
matikami.

Definice 4.9.1. Bezkontextova gramatika je v Greibachové nor-
mdlni formé (dale jen GNF), pravé kdyZ viechna pravidla jsou
tvaru A — ao, kde A je neterminal, q je terminal a « je fetéz
neterminald (popfipadé prazdny).

Véta 4.9.2. Ke kaZdému bezkontextovému jazyku L existuje
gramatika 4 v Greibachové normdlni formé takovd, Ze

L% =L- {e}.
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Dikaz véty, tzn. i konstrukci, kterou se libovolna nevypousté-
jici bezkontextova gramatika pfevadi na ekvivalentni gramatiku
v GNF, najde &tenaf v knize [20].

Poznamka 4.9.3. Je uzitecné védét, Ze kazdou gramatiku v GNF
Ize dale zjednodusit na ekvivalentni gramatiku v GNF, ktera ma
pouze pravidla tvaru A — ao, kde A je neterminal, a terminal
a o fetéz neterminalt délky maximalné 2.

Jestlize totiz & = (II, Z, S, P) je libovolna gramatika v GNF,
jejiz nejdelsi prava strana pravidla obsahuje n > 2 neterminald,
lze % ptevést na ekvivalentni gramatiku

¢ =(IT'%,S,P)
v GNF, u niZ prava strana zadného pravidla neobsahuje vice nez
n — 1 neterminali. Konstrukce vypada takto:
r=1mnvi?
a P’ se sestroji podle nasledujiciho pfedpisu.
Kazdé pravidlo typu X —aV, ... Y, se nahradi pravidlem
X —>aY, .Y, (Y, ., 1)
Dale se do P’ pfidaji pravidla, na jejichZ levé stran€ je neter-
minal z IT%:
a) (X, X,) > aY, ... Y X,,
jestlize k <n—1a X, »aY, ... Y, eP,
b) (X, Xp)—aY, .Y, (Y, 1, X)),
jestlize X, »aY,...Y,_,€P,
c) (Xl’Xz)—’aY1~-Yn-3(y;.-2aYn—1)(Y;vX2)’

jestlize X, —»aY, ... Y, eP.
(Podrobngji v knize [17].)

Definice 4.9.4. Bezkontextova gramatika % = (I, X, S, P) se
nazyvi operdtorovd gramatika, jestlie se uvnitf pravé strany
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7adného z pravidel nevyskytuji dva sousedici neterminaly. [Tzn.
gramatika ma pravidla tvaru

A-a,
kde
Aell, ae(IT Ly — (v Z)* AT L Z)*]
Véta 4.9.5. Ke kaZdému bezkontextovému jazyku L existuje ope-
rdtorovd gramatika % tak, ze L(%) = L.

Dukaz. Budiz 4, = (I1,, %, S, P,) gramatika v GNF generujici
L — {e}. Podle 4.9.3 mizeme predpokladat, ze ¥, ma pouze pra-
vidla tvaru

X—>a X—-a¥, X -a¥YZ,

kde
ael, X,Y,Zell, .
Sestrojime
¢ =(2%S,P),
kde

n=I1uxxII,
a P je vytvoreno takto:

1. z P se pfevezmou pravidla tvaru X — a, X — a¥,

2. misto kazdého pravidla tvaru X — aYZ se pfida soustava
pravidel X — aYb(b, Z) pro viechna beZ,

3. pfidaji se pravidla

(b,2)> e,
jestlize Z - beP,,
(b, Z) — A,
jestlize Z - bAeP,,
(b, Z) » Ac(c, B) pro viechna ce X,

jestlize Z - bABeP,.
V ptipad¢, Ze eeL, se pfida novy pocatecni neterminal S’
a pravidla §' — S | e.
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Jinou moZnost, jak zjednodusit ivahy o bezkontextovych ja-
zycich, nabizi charakterizace této tfidy pomoci mnozin genera-
tort. Kazda takovad mnozina je podtiidou bezkontextovych ja-
zykQ, z niz lze kazdy bezkontextovy jazyk ziskat pomoci ope-
raci, vii¢i nimZ je cela tfida bezkontextovych jazykd uzaviena.
Nejznaméjsim prfikladem je mnoZina tzv. Dyckovych jazyk.

Definice 4.9.6. Budiz
z,={a,,d,a,d,..a,ad}

abeceda, n = 1. Dyckiv jazyk D, nad abecedou X, je jazyk gene-
rovany gramatikou

S—e|SS|a,Sda,|...|a,Sa.
Jestlize tedy napf.

Z={)0L1}

potom do Dyckova jazyka D, patfi slova

0o1h O, OM0ILLI0]

apod.

Véta 4.9.7. Ke kaZdému bezkontextovému jazyku L existuje re-
guldrni jazyk R a homomorfismus h tak, Ze

L= hDnR)
pro néjaky Dyckiw jazyk D.

Dukaz je mozno nalézt napf. v knihach [17], [28].

Zajimavym zji§ténim je skuteCnost, Ze celou tfidu bezkontex-
tovych jazykl je moZné ziskat z jediného bezkontextového ja-
zyka pomoci jediného typu operace.

Véta 4.9.8. Existuje bezkontextovy jazyk L, takovy, Ze ke kaZ-
dému bezkontextovému jazyku L existuje homomorfismus h tak, Ze

L—{e} =h"YL,).
Dikaz je obsaZen v knize [17].
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S. ZAKLADNI METODY
SYNTAKTICKE ANALYZY

ZAKLADNI CAST

5.1. LL(1) gramatiky

V této kapitole se podrobngji vratime k tématu ¢l. 43 a 4.6,
ve kterych jsme se v hrubych rysech seznamili s principy syn-
taktické analyzy shora a zdola. Pfi vykladu jsme si pomahali
odkazem na jakysi ,,dodate€ny zdroj informaci®, ktery fidil volbu
vhodného pokracovani. Nyni se soustfedime na zpiisob, jakym
se tyto dodatecné informace ziskavaji v prakticky uzivanych me-
todach. Za¢neme jednoduchym ptikladem.

Piiklad 5.1.1. Gramatika %:

(1) S - aSa,
)  S—bSh,
(3) S—c¢

generuje jazyk

{wew®; we {a, b}*}.
Analyzu fetézu

abcba e L(%)

metodou zavedenou v ¢l. 4.3 popiSeme touto tabulkou:
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Krok | Obsah Provadéna Cteny | Cislo

vypoctu |zasobniku operace vstupni | pravidla
symbol
1 S prepsani S na aSa - 1
2 aSa kraceni a -
3 Sa piepsani S na bSh - 2
4 bSba kraceni b -
5 Sba piepsani S na ¢ - 3
6 cha kracenti ¢ -
7 ba kraceni b -
8 a kraceni a -
9 - slovo ptijato

Tab. 9

V krocich 1, 3 a 5 popsaného vypottu (tzn. vzdy pfi prepiso-
vani neterminalu S) bylo tfeba vybrat jedno z nékolika moZnych
pokracovani. Jaky dopliujici zdroj informaci nam dana grama-
tika pro toto rozhodovani nabizi? V naSem konkrétnim pfipadé
je odpovéd jednoducha. Po pouziti pravidla 1 se na vrcholu za-
sobniku objevi symbol a, ktery se v nasledujicim kroku musi
kratit proti stejnému symbolu na vstupu. Pfepsat S podle pra-
vidla 1 ma tedy nadéji na Gspé€$né pokraovani vypoctu pouze
tehdy, jestlize nasledujici vstupni symbol je a. Podobné pouziti
pravidla 2 ptfipada v uvahu pouze nasleduje-li na vstupu symbol b
(Jako v kroku 3 vypoctu) a pouziti pravidla 3 pouze nasleduje-li c.
Je vidét, Ze v daném pfipadé lze podle nasledujiciho vstupniho
symbolu eliminovat vSechna mozZzna pokraCovani aZz na jedno.
Dopliiujici informace potfebna pro deterministicky prtibéh ana-
lyzy je tedy obsaZena v bezprostfedné nasledujicim useku vstup-
niho fetézu. Algoritmus analyzy dané gramatiky je mozné vy-
jadrit ve formé tabulky takto:
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nasledujici vstupni symbbdl

a b ¢ e
S aSa; 1 bSh; 2 ;3 chyba
vrchni a kratit chyba chyba chyba
symbol b chyba kratit chyba chyba
zasobniku | ¢ chyba chyba kratit chyba

e chyba chyba chyba prijmout

Tab. 10

Tabulka uruje operaci, ktera se ma provést, v zavislosti na
nasledujicim vstupu (e v pfipadé, Ze slovo je pfelteno) a na
vrchnim symbolu zasobniku (e zde znamena prazdny zasobnik).

Operace jsou téchto Ctyf rliznych typi:

1. Nahrazeni vrchniho symbolu v zasobniku fetézem (pravou
stranou i-tého pravidla) a vyti§téni vystupniho symbolu (i) (coZ
je v tabulce zachyceno uvedenim t&chto dvou udaji).

2. Kraceni — odstranéni vrchniho symbolu v zasobniku a po-
sun ¢teci hlavy o jedno policko doprava.

3. Chyba — ukon€eni vypoltu znamenajici, Ze analyzované
slovo nepatti do L(%).

4. Piijeti — ukonceni vypoftu znamenajici, Ze analyzované
slovo patti do L(¥%).

Neni téZké vymezit vlastnosti gramatiky, o které jsme se v pfed-
chozim pfipadé opirali. Jedna se o vlastnosti charakterizujici
tfidu tzv. jednoduchych LL(1) gramatik.

Definice 5.1.2. Bezkontextova gramatika % = (I1,Z, S, P) je
jednoduchd LL(1) gramatika, jestlize spliiuje tyto dv& vlastnosti:

1. u kazdého pravidla zalina fetéz na jeho pravé strané ter-
minalem;

2. jestlize dvé pravidla maji stejnou levou stranu, potom se lisi
v terminalu, kterym zacinaji jejich pravé strany.

Poznamka 5.1.3. Oznaceni LL(1) je pfejato z anglického nazvo-
slovi. Jednoduché LL(1) gramatiky jsou specialnim pfipadem
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tev. LL(k) gramatik, se kterymi se seznamime v &l. 5.6. Symbol
t 1 (k) oznaduje, Ze se jedna o gramatiku umozfiujici analyzu, pfi
ni? jo analyzované slovo &teno zleva doprava (left-to-right) a je
vydiivan tzv. levy rozbor (left parse); analyza se v kazdém kroku
oplrh o prohliZzeni nasledujicich k vstupnich symbola.

Ptiklad 5.1.4. 1. Gramatika
S —»aSbhS|bA, A > bA|a

je jednoducha LL(1) gramatika.
2. Gramatika

S - aSbS|ad, A —bA|a

neni jednoducha LL(1) gramatika.
3. Gramatika

S —aSbS|Ab, A —>bA|a

neni jednoducha LL(1) gramatika.

Ptipomefime, Ze cilem syntaktické analyzy shora dolu je nejen
7jistit, zda dany fetéz lze odvodit podle pfislusné gramatiky, ale
udat i pfislu§nou levou derivaci, pfesnéji tzv. levy rozbor.

Definice 5.1.5. Budiz % = (I1, %, S, P) bezkontextova grama-
tika, jejiz pravidla jsou o€islovana, we L(%9) a
S=i'>a1=iz>...i='f'ak=w
(n&juka) jeho leva derivace. (Cisla i; u Sipek udavaji &islo pra-
vidla, které je v prislusném kroku pouzito.) Potom posloupnost
iys..., i, nazveme levym rozborem Fetézu w podle gramatiky 4.

Poznamka 5.1.6. AZ do konce kapitoly budeme pfedpokladat,
7¢ kazda bezkontextova gramatika, s niZ budeme pracovat, ma
otislovana pravidla.

Priklad 5.1.7. Levym rozborem fetézd abacaba, bbabcbabb
podle gramatiky z pf. 5.1.1 jsou po fad€ posloupnosti 1, 2, 1, 3
n 2 20023
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Pro jednoduché LL(1) gramatiky budeme algoritmy analyzy
zadavat ve formé tzv. LL(1) analyzatord.

Definice 5.1.8. Budiz % = (I1, %, S, P) bezkontextova grama-
tika. Potom LL(1) analyzdtorem vztahujicim se ke ¢ nazveme
kazdou funkci

M (TUZu{e}) x(Zufe})—
— {kratit, chyba, pFijmout} U
U {(n; i); n je prava strana i-tého pravidla}

takovou, Ze

M(a, a) = kratit
pro viechna aeZ,

M (e, €) = pFijmout,

a jestlize
'/”(X’ a) = (ﬂ’ i)’
potom X — f je i-té pravidlo.

Piiklad 5.1.9. Tabulka 10 v pf. 5.1.1 udava jeden z LL(1) ana-
lyzatort vztahujicich se ke gramatice z téhoz pfikladu. Navic je
to pravé ten analyzator, ktery poskytuje spravné vysledky pii
analyze. Zavedeme pojmy, jeZ nam umoZni i tuto skuteCnost
pifesnéji vyjadfit.

Definice 5.1.10. Situaci LL(1) analyzdtoru .# vztahujiciho se
ke gramatice ¥ = (II, X, S, P) nazveme jednak kaZzdou trojici
(usn, y), kde ueZ* ne(Ill L Z)*, y znadi posloupnost ¢isel pra-
videl, jednak dvojice (pFijmout, y), kde y zna¢i posloupnost &isel
pravidel, jednak symbol chyba.

Rekneme, e analyzdtor M bezprostiedné prejde ze situace E
do situace E' (oznatime E +, E'), jestlize

1. E=(au,an,y)
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pro né&jaké
acX a E =(un,y)

[E+ , E podle pravidla .#(a, a) = kratit], nebo
2. E = (au, X1, y)

pro n&jaké

ae(Zuie}), Xell, M(X,a)=(B,i)

E' = (au, pn, yi),
3. E = (e,e,y) a E' = (pFijmout, y),
4, E = (au, X1, y)
pro n&jaké
ae(Zuie}), XeluZu e},
M(X,a) = chyba a E' = chyba.

Rekneme, ze 4 piejde ze situace E do E' (oznalime E * E'),
jestlize existwji E,,..,E,, n=1, tak, Ze E=E,, EE=E, a

s Loy

ko K, prokazdéi, 1 <i<n

Priklad 5.1.11. Analyzator popsany v pf. 5.1.1 provadi nad
slovem abcba vypocet

(abcba, S, €) = (abcba, aSa, 1)t (beba, Sa, 1) -
t (bcba, bSha, 12) (o (cba, Sbha, 12) [ (cba, cba, 123) -
- (ba, ba, 123) - (, 4, 123) - (e, ¢, 123) - (pHijmout, 123).

Vysledkem je konstatovani, Ze predlozeny fetéz patfi do L(%)
n navic levy rozbor tohoto fetézu.
Nad slovem baccab prob&hne vypocet

(baccab, S, e) - (baccab, bSb, 2) - (accab, Sb, 2)
I (accab, aSab, 21) & (ccab, Sab, 21) - (ccab, cab, 213) -
| (cab, ab,213) - chyba .

Vysledhem je konstatovani, Ze predlozeny fetéz nepatii do L(%).
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Definice 5.1.12. Necht .# je LL(1) analyzator vztahujici se
k bezkontextové gramatice ¢ = (I1, Z, S, P). Pocatecni situaci ana-
lyzdtoru # nad slovem u e Z* nazveme situaci (u, S, e). Rekneme,
e M je LL(1) analyzdtorem gramatiky %, jestlize pro kazdé slovo
ue X* plati:

1. jestlize u ¢ L(¥), potom (u, S, €) -*, chyba,

2. jestlize ueL(¥%), potom (u,S, )+, (pFijmout, y), kde y je
n&jaky levy rozbor slova u podle ¢ (u jednozna¢nych gramatik,
o které¢ nam v dal$im vykladu vyhradné pijde, je y urCen jedno-
znacng).

Véta 5.1.13. Ke kazdé jednoduché LL(1) gramatice Ize sestrojit
jeji LL(1) analyzator.

Dikaz. Budiz ¢4 = (I1, Z, S, P) jednoducha LL(1) gramatika.
Jeji LL(1) analyzator sestrojime nasledujici konstrukci.

Konstrukce 5.1.14 [konstrukce LL(1) analyzatoru pro jedno-

duchou LL(1) gramatiku].
Analyzator ./ pro ¥ definujme pfedpisem:

M(a, a) = kratit

pro kazdé ae 2,
M(e,e) = pFijmout,
A4 a) = (5,

pro Aell a aeZ, jestlize i-t¢ pravidlo z P je tvaru A — aa,
kde ae(ZVII)* a ax = p,

M(X, a) = chyba ve viech ostatnich pfipadech .
Xenmuzulel, aez u{e})
Zbyva ovétit, Ze . je skutetné analyzatorem pro ¥. To ale
snadno nahlédneme, jakmile srovname analyzator .4 s nedeter-
ministickym zasobnikovym automatem .#’, ktery vznika kon-

strukci podle diikazu vty 4.5.1. Vime uz, ze N(.#') = L(¥%). Vem
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pravidlom typu #(X,a) = (B,i) odpovida u #' pfi oznateni
tam zavedeném (g, f)€8(q, e, X). Kromé& toho situace typu
(pMImout, y) je u # vidy ptedchazena situaci, ktera u zasobni-
kovoho automatu odpovida prijeti prazdnym zasobnikem. Kaz-
démn prijimajicimu vypoctu podle # proto odpovida piijima-
el vypodet podle .

Obricent kazdému pfijimajicimu vypoctu podle zasobniko-
vého nutomatu #' odpovida piijimajici vypocet podle analyza-
tonn . #. Jestlize totiz ' pouzije pravidlo

(¢4 e. X) > (@, B),

potom .

n) v P je obsazeno pravidlo X — f s Cislem, feknéme i;

h) f# zalind jistym terminilem a [protoZe ¥ je jednoducha
RRDIE

¢) protoZe se jedna o uspéSny vypoclet, terminal a, ktery se
tukto ocitne na vrcholu zasobniku, bude v nasledujicim taktu
hihicen proti nasledujicimu vstupnimu symbolu, ktery je tedy
tnké a.

/. 1oho je vidét, Ze v okamziku, kdy .#' uziva instrukci

(4. ¢.X) > (g, ),
miZe . # uZit pravidlo
H(X.a) = (B,1)

pPro iste i a a.

V pravidlech pro operaci kraceni se .4 i .#' shoduji a situacim
vedoucim u .# k situaci chyba odpovidaji u ' situace, pro néz
neni & definovano. # proto piijima pravé slova z N(.#), tj.
¢ 1(¥).

Nuhrazovani neterminaléi na vrcholu zasobniku odpovida leve
derivaci, a proto jestlize

(.S, ¢) =%, (pFijmout, y),

ey levym rozborem u.
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Piiklad 5.1.15. Gramatika dana pravidly

(1) 5 —as4,
() S —bB,
(3) A — aAb,
4) A-b,
5 B > aA

je jednoducha LL(1) gramatika. LL(1) analyzator pro tuto gra-
matiku ziskany podle konstrukce 5.1.14 je dan tabulkou

a b e
S aSA; 1 bB; 2
A aAdb; 3 b; 4
B ad; 5
a kratit
b kratit
e prijmout
Tab. 11

Nevyplnénym polickim tabulky odpovida polozka chyba.
LL(1) analyzator pro jednoduché LL(1) gramatiky se naim po-
datilo sestrojit diky tomu, Ze pfi pfepisovani neterminalu na
vrcholu zasobniku podle dvou ruznych pravidel se v nasledu-
jicim kroku objevi na vrcholu v kazdém z obou pfipadi rizny
terminal. Je proto mozZné pfipustit pouze to pfepsani, u n€¢hoz
se tento terminal bude shodovat s nasledujicim vstupnim sym-
bolem. Pro konstrukci ovSem neni podstatné, Ze se rozli§ujici
terminal objevi na vrcholu zasobniku hned v nasledujicim kroku.
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Diky tomu je moZné ji pouzit i u gramatik, které takové rozliSeni
pravidel pomoci vzniklych terminalt dovoli popfipadé azZ po vice
krocich. To nas vede k vymezeni pojmu LL(1) gramatik.

Definice 5.1.16. Pro kaZdou bezkontextovou gramatiku
9 =(I,%,8, P),
phirozené &islo k = 1 a we ([l U X)* definujeme mnozinu slov
ky(w) = {weZ*; bud |w| <k a w=%w,
nebo |w| = k a w=-%wx pro n&jaké xeZ*}.
MnoZinu slov ky(w) dostaneme tedy tak, Ze ze vech terminalnich
slov, ktera lze odvodit z w, vezmeme vzdy prvnich k symboli
(popHipadé celé slovo, je-li krat3i nez k).

Ptrozenym zpisobem definujeme rozsifeni na mnoZiny slov:
pro libovolné L < (IT U X)* polozime

k(L) = {kg(w); weL}.
P’tiklad 5.1.17. Ozna¢me symbolem % gramatiku
S - AaaS|bAb|e,
A-cld|e.
PPotom napf.
14(4a) = {c,d,a}, 1,(S) = {e,a,b,c,d}.

V piipadé, Ze nebude hrozit nedorozuméni, budeme index ¥
vynechavat a psat pouze k(w).

Viimn&te si, Ze pro terminalni fetéz u je mnoZina k(u) vzdy
jednobodova — obsahuje pocatecni usek u délky k.

7. toho, co jsme zatim uvedli, je ziejmé, Ze analogicky jako
pro jednoduché LL(1) gramatiky lze LL(1) analyzator sestrojit
i pro gramatiky, které maji tyto dv€ vlastnosti:

i) pro kazdé pravidlo A - n je e¢ 1(n) (odtud mj. plyne, zZe
pramatika je nevypoust&jici);

b) pro kazda dvé rizna pravidla 4 >y, A > ¢ je

(M 1(&)=0.
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Piepsani neterminalu na vrcholu zasobniku podle dvou riz-
nych pravidel takové gramatiky se diky a) a b) odlisi v okamziku,
kdy se na vrcholu zasobniku objevi terminal. ProtoZe tento ter-
minal ma souhlasit s nasledujicim vstupnim symbolem, je podle
tohoto vstupniho symbolu mozZzné uréit, podle kterého pravidla
se ma neterminal pfepsat. Takze napf. pravidlo 4 — 7 je mozné
pouzit, pouze kdyz nasledujici vstupni symbol patfi do 1(n).

U gramatik, pro které neplati podminka a), je situace kompli-
kovangjsi, protoZze vrchni symbol v zasobniku, feknéme A, se
miZe postupné pfepsat na prazdné slovo a prvni terminal, ktery
se pak objevi na vrcholu zasobniku, je vygenerovan z fetézu le-
Ziciho v zasobniku pod A.

Nasledujici definice vymezuji gramatiky, u nichZz ani neplat-
nost podminky a) neni pfekazkou pro konstrukci jejich LL(1)
analyzatoru.

Definice 5.1.18. Budiz 4 = (I1, Z, S, P) bezkontextovi grama-
tika a we(IT U Z)*. Rekneme, Ze w je levou vétnou formou podle
gramatiky ¥, jestlize existuje leva derivace S =} w.

Definice 5.1.19. Bezkontextova gramatika
¢ = (I1,%,5, P)

se nazyva (silnd) LL(1) gramatika, jestlize pro kazda jeji dvé
pravidla A - a, A — f takova, Ze o # f, a pro kazdé dvé levé
vétné formy udn, vAE [kde u, ve Z*, n, £ € (2 U I)*] plati:

o) 0 1(BE) = 0.

Poznamka 5.1.20. V &l. 5.6 budeme definovat LL(k) gramatiky
a silné LL(k) gramatiky a ukaZeme, Ze pro k = 2 se oba pojmy
1i8i, zatimco pro k = 1 splyvaji. Z toho divodu ptfedchozi defi-
nice vymezuje jak LL(1) gramatiky, tak silné LL(1) gramatiky.

Piiklad 5.1.21. 1. Gramatika ¢ dana pravidly
(1) A — BA',
() A" — +BA’,
3 A >e,
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(4) B - CHB,
(5) B - +CB',

(6) B >e,
(7 C-(4),
(8) C —>a

s pocateCnim neterminalem A je LL(1) gramatika, jak mtze Ctenaf
sam ovefit. Ovéfit platnost podminky z 5.1.19 staci v tomto pii-
padé pro A’-pravidla, B'-pravidla a C-pravidla.

Pro ilustraci ukaZeme, Zze podminka plati pro B'-pravidla.

Pro viechny levé vétné formy uB'n a vB'¢ je

1(xCB'n) = {*} a 1(e&) = 1(¢).

Je tedy tieba prozkoumat, jak vypad4 mnoZina 1(¢) pro kazdé ¢
takové, Ze vB'¢ je leva vétna forma pro vhodné ve Z*. Symbol
B' se v takové levé vétné formé muZe objevit aplikaci pravidel
(4) a (5). Pravidlo (5) muselo byt pouZito na n&jakou vétnou
formu tvaru v, B', pravidlo (4) na vétnou formu tvaru v,B¢ (kde
0, *C=*p a v,C=*p). Prvni pfipad nepfinasi o fetézu ¢
Zadnou novou informaci, staci se omezit na pfipad druhy. Ve
vétné form& v,B¢ se B miiZe objevit bud pouzitim pravidla (1),
nebo (2). V obou pfipadech to znamena, Ze ¢ je tvaru & = A'¢
pro n&jaké &'. Odtud dale plyne, ze

(%) 1) = 1(4'€) = {+} v 1(¢),

nchot A’ se mize dale prepisovat bud pomoci (2), nebo (3). Do-
stali jsme se tak ke zkoumani &', kde v;A¢" je néjaka leva vétna
forma. Zde jsou opét dvé moznosti:

I. v,AE = A, coZ odpovida zaCatku derivace. V tom piipadé
(% .

> A vsniklo aplikaci pravidla (7). Pak & = )¢” pro n&jakeé ¢&”.

/ toho vyplyva, ze

() = {e)}.
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Dostali jsme tak

1) = {+. ) e} .
{x}n{+.)e =0,

je podminka pro B’ splnéna.
2. Gramatika ¥’

Jelikoz

()  A—>A+B,
) A-B,
(3) B—->BxC,
(4) B—-C,

(5) C - (4),
(6) C—oa

neni LL(1). Snadno se presvédcite, Ze napf.
1(B+C) = {(.a} a 1(C) = {(-a}.

Pro libovolné levé vétné formy uBn a vB¢ je proto
1B+ Cn) ~ 1(CE) = {(,a} # 0.

Viimnéte si, Ze pfitom L(¥') = L(¥%).

Véta 5.1.22. Ke kazdé LL(1) gramatice lze sestrojit jeji LL(1)
analyzdtor.

Dikaz. Budiz ¢ = (I1,Z,S,P) LL(1) gramatika. jeji LL(1)
analyzator sestrojime nasledujici konstrukci:

Konstrukce 5.1.23 (konstrukce LL(1) analyzatoru pro LL(1)
gramatiku).
Analyzator .# definujeme timto pfedpisem:

M(a, a) = kratit
pro kazdé aeX,
M(e,e) = pFijmout,

M(4, a) = (B, i)
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pro Aell,aeX v {e}, jakmile 4 — B je i-té pravidlo P a existuje
leva vétna forma udn takova, ze a € 1(fn),

M(X, a) = chyba ve viech ostatnich pripadech.

Otazku, jak efektivné testovat, zda pro dané pravidlo 4 — g
a
aeXu {e}

existuje leva vétna forma uAdn tak, Ze

ae1(Bn),

zodpovime az v ¢l. 5.6.
Ovéteni, ze .# je LL(1) analyzatorem pro %, je analogické
jako v dikazu 5.1.13.

Pfiklad 5.1.24. LL(1) analyzator pro gramatiku ¢ z pt. 5.1.21
Jje dan touto tabulkou 12:

a ( ) + . e
A BA'; 1 BA'; 1
A e; 3 +BA’; 2 e; 3
B CB'; 4 CB'; 4
i3 e; 6 e; 6 *CB’; § e, 6
C a: 8 (A), 7
1 kratit
( kratit -
) kratit -
{ kratit
. kratit
¢ prijmout
Tab. 12
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Proberme si vypocet analyzatoru nad fetézem a + a * a:

(@a+a*xa, A,e)(a+axa BA, 1)+

F(a+a*a, CBA,14) (a + axa,aB' 4, 148) -
b (+axa, B'A,148) (+axa, A, 1486)

b (+a*a, +BA’, 14862) b (a + a, BA', 14862) -

b (a * a, CB'A’, 148624) - (a * a, aB'A’, 1486248) -

b (*a, B'A’, 1486248) I~ (xa, xCB'A’, 14862485) -

b (a, CB'A’, 14862485) I (a, aB'A’, 148624858) -

(e, B'A’, 148624858) I (e, A’, 1486248586) -

F (e, e, 14862485863) I (pFijmout, 14862485863) .

Analyzovany fetéz tedy patfi do L(¥) a 14862485863 je jeho levy
rozbor.
Vypodet nad tetézem a(a + a) vypada takto:

(ala + a), A, ) - (ala + a), BA', 1)
 (a(la + a), CB'4’,14) - (a(a + a), aB'A4’, 148) -
((a + a), B'A’,'148) - chyba .

Tento fetéz do L(¥) nepatfi.

5.2 LR(0) gramatiky

LL(1) gramatiky v pfedchozim ¢lanku byly pfikladem gramatik,
u kterych lze deterministicky provadét analyzu shora. Pro ana-
lyzu zdola stejnou sluzbu prokazi tzv. LR(0) gramatiky.

V ¢&lanku 4.6 jsme podali ramcovy navod pro analyzu zdola,
ale ponechali jsme stranou otazku, jakym zplisobem rozhodnout,
které z moZnych pokracovani je tfeba vybrat. Jedna se o tato
rozhodovani:

1. Zda pfesunout dalsi vstupni symbol do zasobniku, nebo re-
dukovat zasobnik.

2. V ptipadé, Ze zvolime moZnost redukovat zasobnik, je jesté
tfeba rozhodnout, podle kterého pravidla vychozi gramatiky se
ma redukce provadét.
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Priklad 5.2.1. Mame analyzovat fetéz [[aa]a] generovany
gramatikou ¥:

(l) S - A4,
@  A-[s],
(3) A->a,
(4) S -84,
(%) S - A.

Neterminaly jsou S', 4, S, terminaly a, ], [, pocate¢ni symbol
je S'. Prib&h analyzy je zachycen v tab. 13. Pfi zapisu obsahu
zasobniku nyni stejné jako v ¢l. 4.6 odpovida vrcholu zasobniku
pravy konec slova.

Podle tabulky skon¢i analyza po pfecteni celého slova se za-
sobnikem obsahujicim pouze pocatetni symbol, tzn. Ze slovo je

Zbyvajici )
Cislo Obsah tisek Typ ?18'10
kroku zasobniku vstupniho provedené uzm.aho
operace pravidla
slova R
0 - [[aa] a] - _
! [aa] a] ptesun —
2 [[ aa] a] pfesun —
3 [[a a] a] piesun —
4 ([4 a] a] redukce 3
> ([s ala] redukce 5
6 [[Sa 4] presun _
7 [[s4 14] redukce 3
8 (s ] a] redukce 4
9 LLs] aj piesun -
10 [4 a] redukce 2
1" (s a] redukce 5
12 [Sa ] presun _
13 [s4 ] redukce 3
14 s ] redukce 4
15 [S] - piesun _
16 A - redukce 2
17 s - redukce 1
Tab. 13
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piijato. Na vystupu je postupné vydavana posloupnost 3534253421,
coz je posloupnost &isel pravidel odpovidajici pravé derivaci pro-
vadéné pozpatku.

Definice 5.2.2. Necht % = (I1,%,S, P) je bezkontextova gra-
matika a

iy iz in
S=>a, =>a,=...=>0 =W

prava derivace slova we X*. Posloupnost i, ... i, i; nazveme
pravym rozborem slova w.

Vysledkem analyzy zdola je tedy rozhodnuti, zda slovo patfi
do daného jazyka, a v kladném pfipadé pak také prava derivace
slova. UkaZeme si nyni, do jaké miry lze v kazdém kroku ana-
lyzy zaZit volbu moZnych pokraovani na zakladé uz provede-
nych krok.

Definice 5.2.3. Necht ¥ = (I1, X, S, P) je bezkontextova gra-
matika. PoloZkou gramatiky 4 nazveme kazdy vyraz typu

X-a.f,

kde X — af je pravidlo gramatiky . Specialné je X —. poloz-
kou, pokud X — e€P.
Pro kazdé X — ye P nazyvame X — y. uplnou poloZkou.

Piiklad 5.2.4. Sestrojme vSechny polozky gramatiky z pf. 5.2.1:
S'— A, A—*.[S], A—>.a,S—>SA,S5S—- A,
S>A4.,A4A-[S],A4>a,S>S4,5-4.,

;!—»[S.], S - SA.,
A [S]..
Uplnymi polozkami jsou
$>A4,A-[S],A>a,S>54.,5-A4..

Definice 5.2.5. Necht ¢ = (I1, 2, S, P) je bezkontextova gra-

matika a we ([T U Z)*. Rekneme, Ze w je pravou vétnou formou

podle gramatiky 9, jestliZze existuje prava derivace S =% w.
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Definice 5.2.6. Necht ¢ = (I1, 2, S, P) je bezkontextova gra-
mutika, o€ (2 U II)* a A4 — «. f polozka. Rekneme, ze 4 — o. B
je platnou poloZkou pro ietéz w, jestlize existuje prava vétna forma
nAu (ue Z*) takova, Zze na = w.

PHklad 5.2.7. V ptipadé gramatiky ¢4 z pf. 5.2.1 je S > S.4
plutnou polozkou napt. pro [[S, nebot

§'=*[[S]a]= [[S4] a]

jo pravh derivace podle 4. Podobné napf. A — a. je platna po-
lozkn pro [a, zatimco k [[a] [a neexistuje Zadna platna polozka.

Zjistit viechny platné polozky pro urcity fetéz je mozné ko-
neénym automatem, jak nyni dokdzeme. Opfeme se pfitom o né-
kolik lemmat platicich pro libovolnou bezkontextovou gramatiku
4 — (1, %, S, P). Pro mnoZinu viech platnych polozek pro fetéz y
v nich budeme uZivat oznaceni I(y).

lemma 5.2.8. Jestlize A — a.Bfel(y), potom také pro kazdé
pravidlo B~ 3 je B — .3el(y).

Dukaz. Jelikoz A —» «.Bf je platna polozka pro y, existuje
pravi vétna forma dAw takova, Ze da = y. Z pravé vétné formy
lze aplikaci pravidla A — aBf odvodit pravou vétnou formu
daBfiw a z ni pravou vétnou formu daBvw, kde B =*v. Z toho
u’ pfimo plyne, ze

B — 9el(da) = I(y).
lLemma 5.2.9. Jestlize
B— pel(yX), Xellu Z,
potom v 1(yX) existuje polozka tvaru C — aX .5 pro néjaké
Cell,a,ée(llvX)*
tak, e existuje pravé odvozeni 6 =* Bz pro jisté ze X*.

Dakaz. Podle ptedpokladu existuje prava vétna forma nBu

tnkovd, 7¢ n =7yX, tzn. yXBu je prava vé€tna forma. Znak X

vsnikl v nékterém kroku pravého odvozeni fetézu yXBu. Od
veniku X a7 do odvozeni yXBu nezasahla prava derivace do
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useku yX. Jinymi slovy, existuje prava vétna forma ¢Cv a pra-
vidlo C »aX4 takové, 7¢ gaX = yX (a dv=7%Bu). Je tedy
C—oaX.6el(yX)

Lemma 5.2.10. Jestlize B— a. e I(yX) a o« # e, potomo. = o' X
pro néjaké ' a B— o' . XBel(y).

Dukaz. Z pfedpokladu lemmatu plyne, Ze existuje prava vétna
forma nBu takova, Ze na = yX. JelikoZ je o # e, znamena to,
Ze o = o/ X pro n&jaké o. Tedy no' = v, a to uz dava

B-oao . XBel(y).

Diisledek 5.2.11. Jestlize 1(yX) # @, potom I(y) # 0.

Diukaz. Tvrzeni plyne okamzité z pfedchozich dvou lemmat,
nebot pro kazdou polozku X — #n.¢ je bud n = e, nebo n # e.

Lemma 5.2.12. Jestlite A —»oa.XBel(y), XeIll UZ, potom
A - oaX . Bel(yX).

Diukaz. Z predpokladu plyne existence pravé vétné formy nAu
takové, Ze na =7y. Protoze ale naX = yX, plyne z toho oka-
mzitg, Ze A - aX . fel(yX).

Lemma 5.2.13. Pro libovolné ye(ITU X)* a Xe([TUX) Ize
mnoZinu 1(yX) uréit na zdkladé 1(y) takto: I(yX) je nejmensi mno-
Zina M takovad, Ze

LM2{Y->aX.B; Y>a. Xpel(y)},
2. jestlize A —» a.Bf e M, potom pro kazdé pravidlo B - 3 e P
je také B — 3eM.

Dikaz. a) Podle lemmat 52.12 a 5.2.8 spliiuje I(yX) pod-
minku 11 2.

b) Budiz M libovolnd mnoZina splitujici podminky 1 a 2.
Zvolme libovolnou polozku B — «.BeI(yX). Rozeberme po-
stupné pfipady o« = e a o # e.

a) Necht o = e. Potom podle lemmatu 5.2.9 existuje

C—aX.del(yX)
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tnkové, Z¢ existuje pravé odvozeni
(+) d =* Bz pro néjaké ze X*.
PPodle lemmatu 5.2.10 je

C—oa.X5el(y),
w tody
C—oo0X.0eM,

podle podminky 1. Dale podle (*) existuji
X, o.X,ellaér,. i e(llu)*
tnkovi, Ze
§=X,& X, > X,1,€P,
X,—X;1,eP,..,X, - Bt eP.
Podle podminky 2 jsou proto polozky
X, - X,1,,
X, > X375 ...,X,— .Bt,, B> B prvky M .

Dokdzali jsme tedy, Ze B — .fe M.
b) Necht o # e. Potom podle lemmatu 5.2.10 je « = o'X, pro
n&juké X a B - o . X el(y). Proto podle 1 je

B-odX.feM.

Dokhzali jsme, Ze B—>a.feM.
Dohromady: I(yX) = M.
I(yX) je tedy skuteén& nejmensi mnoZinou uvedenych vlastnosti.

Viéta 5.2.14. Necht % = (I1, Z, S, P) je libovolnd bezkontextovd
gramatika. Pro kaidé ye(Il U Z)* opét oznaime I(y) mnoZinu
viech polozek platnych pro y. Na (II U X)* definujme ekviva-
lenci ~ piedpisem

Yo~ V2 I(?l) = I(')’z)'

Potom ~ je pravou kongruenci konecného indexu.
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Dikaz. Relace ~ je zieymé ekvivalenci a je konecného in-
dexu, nebot existuje jen konecné mnoho riznych mnoZin po-
lozek gramatiky ¥. Podle lemmatu 5.2.13 je pro I(y,) = I(y,)
a libovolné X eIT U X také I(y,X) = I(y,X). Jinak feceno,

y, ~7,=79,X ~ y,X pro libovolné X,

tzn. ~ je prava kongruence.

Podle 1.3.3 a pfedchozi véty existuje ke kazdé bezkontextove
gramatice ¢ deterministicky kone¢ny automat takovy, Ze dva fe-
tézy prevedou automat do téhoz stavu, pravé kdyz jim odpovi-
daji stejné mnoziny polozek.

Konstrukce takového automatu je jednoducha: nejprve se se-
stroji potate¢nimu stavu odpovidajici mnoZina I(e) a mnoZiny
odpovidajici dosaZitelnym stavim se postupné sestroji podle
lemmatu 5.2.13.

Zbyva charakterizovat mnoZinu I(e).

Lemma 5.2.15. I(e) je nejmensi mnoZina M takovd, e

. M2{S—.a;S—>aeP},

2. jestlifZe A — BfeM, potom pro kaZdé pravidlo B — 3€P
je také B— .3eM.

Diikaz. a) Podle definice poloZek platnych pro e splituje I(e)
podminku 1 a podle lemmatu 5.2.8 spliiuje i podminku 2.

b) Budiz M libovolna mnoZzina splitujici 1 i 2. UkaZeme, Ze
I(e) = M. I(e) ztejm& obsahuje pouze polozky typu X — 1, jak
se ov&fi pfimo z definice. Necht tedy X — .n € I(e). Potom existuje
prava vétna forma Xu pro néjaké ue 2*. To viak znamena, Ze
v P existuji pravidla

S—>X 1, X, - X,1,,...X, > X1,
pro néjaka

X, ..X,ellat,. . ,e(llU) k=0.
Podle podminky 1 obsahuje M polozku S — .X 7, a podle pod-
minky 2 zahrnuje i polozky

X, = X,15,.., X, — X1,
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/. posledné uvedené polozky a z podminky 2 vyplyva, Zze do M
pattl i X — . Tedy I(e) = M, jak jsme méli dokazat.

Priklad 5.2.16. Sestrojme koneny automat (s pfechodovou
lunkci &) charakterizujici mnoziny I(y) pro gramatiku

S>> 4,
A-[S],
A->a,
S -84,
S oA,

¢+ pt. 5.2.1. Jednotlivé stavy automatu budeme ztotoZiiovat s pfi-
sluknymi mnoZinami poloZek. Je tedy
qo =1(e): S > .4  podle podminky 1 lemmatu 5.2.15,
A- [S
~ 1 ]} podle podminky 2 lemmatu 5.2.15.
A-oa

Zc¢ stavu g, jsou dilleZité pouze pfechody na zakladé symbold
A, «, |

g, =I(A): §' - A.

4, =1(a): A-a

=1
4y =I([): A —>[.S] podle podminky 1 lemmatu 5.2.13,

S -S4

S >4 )
A - [5] podle podminky 2 lemmatu 5.2.13.

A->a

Vicchny ostatni pfechody z g, vedou do ,mrtvého“ stavu g,
odpovidajiciho prazdné mnoZiné polozek, tzn.

I(8)=1(}) = I(S") = q,, -
I'to tento stav podle 5.2.11 plati, Ze
M, X) =gq,, prokazdé XelluZX.
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Ze stavl g, a g, lze pfejit pouze do stavu gq,. Ze stavu g,
davaji jinou moZnost jenom pirechody na zakladé symboll a, 4,
S, [. Podle lemmatu 5.2.13 dostavame

q,=1I([A4):S - 4.,

qs = I([S): 4> [S],
S —>8SA4,
A- [S],
A—>a.

Spocitame-li I([[), zjistime, Ze nedostavame novy stav, nebot
I([[) = 43, podobné I([a) = g,. Ze stavu q, lze piejit opét jenom
do g,,. Ze stavu g5 se do jiného stavu neZ g,, prejde na zaklade
symbold |, 4, a, [:

g6 = I([S]: 4~ [S].,
g, = I([SA): S - SA..

Zbyvajici dva ptechody k novym staviim nevedou, nebot

I([Sa) = g, a I([S[) = 45 -

Protoze ze stavil g4 a g, je moZné piejit jenom do stavu g, je
konstrukce automatu u konce. Stavovy diagram automatu je na
obr. 42. Pro vétsi ptehlednost je na diagramu vypustén stav g,
a viechny pfechody do ného vedouci.

Automat, jehoZ konstrukci jsme pravé predvedli na prikladu,
budeme nazyvat polozkovym automatem.

‘Definice 5.2.17. Nechf ¢ = (I, Z, S, P) je libovolna bezkon-
textova gramatika. PoloZkovym automatem pro gramatiku 4 bu-

1<_¢0
/ X
93 A 94

N
F

75 Obr. 42
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demo nuzyvat kone¢ny automat «f = (Q,T,6,4q,, F ) definovany
tukto:

Q = {I{y); vye(T L),

r=nouzx,

qdo = I(e)’ .
Fo={1p);ye(TuZ* &I() # 0} =0 - {0},
8(I(y), a) = I(ya) pro viechna ael.

Vime uZ, Ze misto celého Q muZeme v polozkovém automatu
hriit pouze stavy dosazitelné ze stavu g,,.

7. v&ty 5.2.14 plyne, Ze definice polozkového automatu je ko-
1ektni. Tento automat ziejmé pfijima pravé ty fetézy terminald
n neterminald, ke kterym existuje alespoii jedna platna polozka.
I'ro nadc¢ daldi uvahy je dilezita i struktura stavii polozkového
automatu — kazdy stav je mnoZinou poloZek. Z definice jeho
ptechodové funkce vyplyva, ze pro kazdy fetéz ye (Il U Z)* je
Metor7) = 1(y).

Pozndmka 5.2.18. PoloZkovy automat mize slouzit jako zdroj
dodatetné informace pii analyze zdola. Jak uZ vime z &l. 4.6, pti
(8pe8né analyze fetézu w dava v kazdém okamZiku obsah za-
sobniku 1 a dosud nepteéteny usek u vstupniho slova dohromady
pravou vétnou formu nu vyskytujici se pfi odvozovani w, tj.

S=>*nu=>%w.

Navic existuje pravidlo 4 —» aff a fetézy
ce(lTu Z)* veZ*

tuk, ¢

(+) S=>%eAdv=_coafv a n=¢ex, fvo=>*u.

7. (#) je vid¥t, 2 A > a.Bel(n). V nasledujicim kroku analyzy
N

1) bud provede redukce, a to v pfipadé, Ze f=¢ (a A - a.
je iplnd polozka),

b) nebo ptesune do zasobniku dalsi vstupni symbol, a to v pfi-
pade, 2¢ f## e (a v poloZzce A — a. B je bezprostfedné vpravo
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od te¢ky terminalni symbol souhlasici s terminalem, ktery se bude
ptesouvat do zasobniku).

Znalost mnoziny I(n) v okamzZiku, kdy v zasobniku je fetéz #,
tedy muZe podstatné zuZzit vybér dalsich pokracovani analyzy.
V ptipadé LR(0) gramatik, které nyni budeme definovat, uz I(y)
dokonce poskytuje veSkerou potfebnou dodatecnou informaci.

Definice 5.2.19. Bezkontextova gramatika
¢ =(I,%,8,P)

se nazyva LR(0) gramatika, jestlize splituje tyto podminky:

1. pocatecni symbol S se nevyskytuje na pravé strané zadného
pravidla;

2. pro libovolny fetéz y e (IT U X)* se v mnoZing I(y) vyskytuje
nejvyse jedna uplna polozka;

3. jestlize se v I(y) vyskytuje uplna polozka, potom uz v I(y)
neni obsaZena Zadna polozka, v niZ je bezprosttedné vpravo od
tecky terminalni symbol.

Poznamka 5.2.20. O kazdé bezkontextové gramatice je mozné
efektivné rozhodnout, zda je to LR(0) gramatika. Podminka 1
se ovéfi pfimo ze zadani pravidel gramatiky a podminky 2 a 3
se zkontroluji podle polozkového automatu, ktery lze ke kazdé
gramatice sestrojit.

Oznaceni LR(k) (zatim probirame ptipad k = 0) opét pochazi
z anglického nazvoslovi (srov. poznamku 5.1.3) a napovida, ze
se jedna o gramatiku umoziiujici analyzu, pfi niZ je analyzované
slovo &teno zleva doprava (left-to-right), je vydavan pravy rozbor
(right parse) a analyza se opira o prohlizeni nasledujicich k vstup-
nich symbold.

Priklad 5.2.21. Gramatika z pt. 5.2.1 je LR(0). Podminka 1 je
splnéna, a jak ukazuje pf. 5.2.16, jsou splnény i podminky 2 a 3.
Uplné polozky jsou zde totiz pouze ve stavech q,, 4,, 44> 46 2 45>
které uz zadné jiné polozky neobsahuji.

Poznamka 5.2.22. Poznamka 5.2.18 ukazuje, pro¢ u LR(0) gra-
matik poskytuje polozkovy automat postacujici dodate¢nou in-
formaci. Podle definice 5.2.19, podminky 3, nemiZze dojit k si-
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tunci, 2c by polozkovy automat soufasn€ nabizel moZnost re-
dukovat zhsobnik a moZnost pfesunout do zasobniku dalsi vstupni
symbol. V pFipadé, Ze automat ur€i jako nasledujici krok redukci
rimobniku, je podle 5.2.19, podminky 2, jednoznacné& urceno,
podle kterého pravidla gramatiky se ma redukce provadét. Ko-
necnd podminka 1 zajistuje, Ze v zasobniku se symbol S mize
vynkytnout pouze v situaci odpovidajici konci vypoltu, tzn. za-
sobnik obsahuje jediny symbol, a to S.

I'ri analyze zdola tetézu podle LR(0) gramatiky je — v situaci,
kdy zhsobnik obsahuje fetéz n — jediné perspektivni pokraco-
vanl uréeno stavem g = §(qq, 1) polozkového automatu. Pokud g
obshuje uplnou polozku, feknéme polozku A4 — a. , potom se
povidi redukce zasobniku — odebere se vrchnich |o| symbold
(které oviem tvofi «) a nahradi se symbolem A. Podle pod-
minky 2 dcfinice LR(0) gramatiky je pravidlo redukce uréeno
jednoznacng. Jestlize stav g neobsahuje Gplnou polozku, provede
e presun vstupniho svmbolu do zasobniku.

PPHklad 5.2.23. Do probiranych postupi rychleji vniknete,
jestlize si znovu proberete vypocet z pt. 5.2.1 a v kazdém kroku
ovetite, 7¢ polozkovy automat z pf. 5.2.16 skutecné€ poskytuje
pottebnou dodateénou informaci. Zde se omezime pouze na vy-
hrand¢ dva kroky vypoctu.

I. Po skonéeni 7. kroku vypoctu obsahuje zasobnik fetéz
|| 4. ktery prevadi polozkovy automat do stavu 6(qq, [[SA4) = g,
Tento stav obsahuje aplnou polozku S — SA4. . V nasledujicim
vhnmziku se proto redukuje fetéz SA na vrcholu zasobniku na
nymbaol S,

2. I'o skoneni 11. kroku vypoctu obsahuje zasobnik fet&z [,
jen? plevadi polozkovy automat do stavu (g, [S) = g5. Pong-
viel? tento stav neobsahuje Gplnou polozku, provede se piesun
do zisobniku.

Misto aby se stav poloZzkového automatu odpovidajici obsahu
i siwobniku pocital v kazdém okamziku znovu, je mozné modi-
likovat obhospodafovani zasobniku tak, aby byl pfislu$ny stav
v ka2dém okamziku bezprosttedn€ k dispozici. Pti této modifi-
hacr je misto fetézu 7 = x, ... x, (x,,..,x, oznacuji jednotlivé
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symboly) v zasobniku uloZen fetéz gox,q,x,4, ... x,g,. kde g, je
pocateéni stav polozkového automatu, a plati

(%) prokazdéi, 1 <i<n, je q; = 8(qq, X, .- X;) -

Zplsob, jakym se s takto obohacenym zasobnikem pracuje, uka-
zuji nasledujici pravidla.

1. Vypocet zacina se zasobnikem obsahujicim pouze symbol g,

2. Jestlize zasobnik obsahuje fet€z gq,x,q,x,q, ...x,q, spliu-
jici () a dalsim krokem vypottu je pfesun dalsiho vstupniho sym-
bolu y do zasobniku (tento dalii krok se uréi na zakladg g,), ulozi
se na vrchol zasobniku symbol y a g, kde g = (g, y), takZe novy
obsah zasobniku je g,x,...x,q,y9 a tento fet€z opét spliuje
vlastnost (x).

3. Jestlize zasobnik obsahuje fetdz gox,q, ... x,q, spliujici (x)
a dalsim krokem vypodtu (urenym na zikladé gq,) je redukce
podle pravidla y — x;... x, gramatiky (pro n&aké i, 1 <i < n,
a y rizné od pocateéniho symbolu gramatiky), odstrani se z vrcholu
zasobniku fetéz xgq;...x,9, a nahradi se fetézem yq, kde q =
= 8(g;_,, y), takZe vznikne fetéz g,x,q, ... X;_;g; _, g, opét splitu-
jict (x). ,

Jestlize se provadi redukce podle pravidla typu S — o, kde S je
pocatecni symbol gramatiky, znamena to, Ze je tfeba ukoncit vy-
pocet, nebot u LR(0) gramatik se poc¢ateni symbol nevyskytuje
na pravé strané Zadného pravidla, takZe redukce uvedeného typu
signalizuje konec analyzy. Proto se v takovém okamzZiku vy-
prazdni zasobnik, ktery oviem pod obohacenou verzi fetézu o
obsahoval pouze symbol g,.

Piiklad 5.2.24. PopiSme zasobnikovy automat, pfijimajici jazyk
generovany gramatikou ¥ z pf. 5.2.1.

Vstupni abeceda: |, [, a.

Zasobnikova abeceda: 4g,4;,---4+ ), [, @ S, S, A.

Pocatecni zasobnikovy symbol: g,.

Piechodova funkce a stavy automatu jsou implicitné obsazeny
v popisu &innosti zadané tab. 14 (k tomu viz téZ nasledujici po-
znamku 5.2.25). Funkce §, na niz se tabulka odvolava, je pre-
chodova funkce polozkového automatu z pf. 5.2.16 a obr. 42
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iwlo
we

*J

Symbol |Provadéna Podrobnéjsi Vystupni
na akce komentat tisk
vrcholu (¢islo
risobniku pravidla)
do piesun do zasobniku se -
do vlozi dalsi vstupni
zasobniku | symbol y, nad néj se
ulozi q' = (g, ¥)
q, redukce | konec vypoltu — ze 1
podle zasobniku se od-
pravidla | strani 3 symboly
§—>4A (nutné: g,4q,),
¢imz se vyprazdni
zasobnik
q, redukce | ze zasobniku se od- 3
podle strani 2 symboly,
pravidla | tim se objevi jisté g,
A-a spocita se q' =
= d(g, A) a do za-
sobniku se ulozZi Aq’
q; pfesun do zasobniku se -
do vlozi dalsi vstupni
zasobniku | symbol y, nad néj se
uloZi q' = 6(qs, y)
Us redukce | ze zasobniku se od- 5
podle strani 2 symboly,
pravidla | tim se objevi jisté g,
S—-4 nad néj se ulozi Sq’,
kde ¢’ = &(q, S)
Tab. 14
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Cislo | Symbol |Provadéna Podrobnégjsi Vystupni
akce na akce komentaf tisk
vrcholu (¢islo
zasobniku pravidla)
6 qds piesun do zasobniku se -
do viozi yq', kde y je
zasobniku| dalsi vstupni symbol
a g =d(gs )
7 de redukce | ze zasobniku se od- 2
podle strani 6 symbold,
pravidla | tim se objevi jisté g,
A - [S] | nad n&j se ulozi Aq/,
kde ¢’ = 6(q, A)
g q, redukce | ze zasobniku se od- 4
podle strani 4 symboly,
pravidla | tim se objevi jisté g,
S -S4 nad néj se uloZi Sq’,
kde ¢’ = d(q, S)

Poznamka 5.2.25. Analyza LR(0) gramatik, kterou jsme pravé
popsali, uziva i operaci, kter¢é nemohou byt provedeny jedinou
instrukci deterministického zasobnikového automatu, jak jsme
ho definovali v 4.4.7. Kazdou takovou operaci vak lze simu-
lovat nékolika kroky vhodného deterministického automatu.
Ilustrujme si to na pfikladu analyzatoru z pf. 5.2.24. PfisluSny
automat by mél stav p, v ném?Z by zahajoval kaZzdou akci z tab. 14
a do néhoz by se po skonceni akce vracel. Pro kazdou akci by
mél vyhraZeno nékolik dalsich stavi. Tak napf. akci & 8 by
realizoval pomoci této soustavy instrukci:
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(1 evqs) = (p3s ),

(e X) = (p2, €) pro kazdé X e{],[,a,S, A4}, | odebirani

(e e X) = (ps, €) pro kazdé X €{qo,..q;}, | Ctyf symbold

(P e X) = (pg, ) pro kazdé X e{],[.a,S, 4},

(P e.q) = (p, Sq') pro kazdé g €{go,...4,} 2 4 =(a.S),
pokud je (g, S) definovano.

Stavy pa, p2, ps, ps se v jinych instrukcich nebudou vyskytovat.
Podobné napf. akce €. 4 by se realizovala touto soustavou in-
srukci:

(P [, a5) = (. 95[45),
(P a,q5) = (P, 9304;) -

M« . |) neni definovéna, a proto piisluina instrukce chybi.
7. (&chto Ovah piimo vyplyva nasledujici tvrzeni.

Véta 5.2.26. Ke kazdé LR(0) gramatice 9 Ize sestrojit determi-
nisticky zdsobnikovy automat M takovy, ze L(%) = N(4).

Poznamka 5.2.27. Pfislusny deterministicky zasobnikovy auto-
mat je mozné rozdifit o jednocestnou vystupni pasku, na niz se
v okamZiku, kdy provadi redukci podle i-tého pravidla grama-
tiky, vytiskne &islo i a hlava se posune doprava. Jestlize takovy

nutomat pfijme vstupni slovo w, bude na konci vypoétu obsa-
hovat vystupni paska pravy rozbor slova w.

Priklad 5.2.28. 1. Zasobnikovy automat zadany v pf. 5.2.24
provede nad vstupnim slovem [[aa] a] vypoget charakterizovany
touto posloupnosti situaci (viz tab. 14 v pf. 5.2.24 a obr. 42):

([[aa] a], g0, =)

([4a] ). 40lgs: —).

(aa] a], g0lds[g5 —).

(a] a], g0las[g594,- —).
(a] al. g0las[d3444. 3),
(a] a}. [ as[a354s, 35).
(Tal. dol4:[4:595a4,, 35),
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(14l. 90[45[955954495. 353),
(14, 90[43[9559s, 3534),
(a], 40[95[95595] 46> 3534),
(al g0[a544., 35342),

(al, ao[45595, 353425),

(1 40[a55a504,, 353425),

1 ao[4;545 44, 3534253),
1. 40[4554s, 35342534),
—,40[43595]) g6, 35342534)
., q0Aq,, 353425342),

(—, —,3534253421).

(
(
(
(

Vysledkem vypo¢tu je pfijeti slova a vyti§téni jeho pravého roz-
boru 3534253421.

2. Nad slovem [] aa] a] provede tento automat vypoget cha-
rakterizovany posloupnosti situaci

([} aa] a}, 4o, ),
(I aa] a, go[gs. —)-

Tam vypolet kon¢i — nebot &(qy, |) neni definovano —, coz
znamena, Ze vstupni fetéz nepatii do analyzovaného jazyka (obsa-
huje syntaktickou chybul).

ROZSIRUJICI CAST

5.3. Vztah LR(0) gramatik a deterministickych jazyki

V &l 5.2 jsme ukézali, ze ke kazdé LR(0) gramatice ¥ existuje
deterministicky zasobnikovy automat .# takovy, Ze N(#) =
= L(%). V tomto ¢lanku dokéZeme, Ze plati i obracené tvrzeni.

Véta 5.3.1. Ke kazdému deterministickému zdsobnikovému auto-
matu M Ize sestrojit LR(0) gramatiku % takovou, ze L(%) = N(A4).

Pied vlastnim dikazem véty uvedeme a dokaZeme nékolik

pomocnych tvrzeni.
Nejprve popiseme postup, kterym se pfislu$na gramatika ziska.
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Konstrukce 5.3.2. Budiz # = (Q, X, I, 4, qo, Z,, F) determinis-
ticky zasobnikovy automat. K tomuto automatu sestrojime gra-

matiku postupem popsanym ve vétach 4.5.3 a 4.5.5. To znamena,
?¢ sc jedna o gramatiku ¢’ danou systémem pravidel:

S = <40, Zo
pro viechna geQ,

g X,q"> = aq:,X,,4,) <9,X,45) .- {qi X1 4
pro viechna k = 0,

aexufe}, 4.9, .- 9.9 €Q
tukova, Ze

8g,a,X) = (q,, X, .- X,).

Tuto gramatiku zredukujeme podle lemmatu 4.1.2, ¢imZ ziskame
vyslednou gramatiku 4. Pro ni je L(¥) = N(#).

Ptiklad 5.3.3. Mé&me deterministicky zasobnikovy automat .#
N potatetnim zasobnikovym symbolem A a pfechodovou funkci

(g, a, A) = (40, AB),

(g0, b, A) = (g0, BA),
(4o €, B) = (q,, AB),
34y, a, B) = (g, ¢),

=
3(q,, e, A) = (q;.€)-

Podle 4.5.5 sestrojime gramatiku 4':

S = <4o> A, 467 | <do» 4, 4, »

{4y A, o) = a {40, 4, 94> {q0» B 4o |
|a<qe, 4,4, <41, B, 457 |
|b <40, B, 40> {40 4, g0 |
|b <40, B,d,> q1 4,407 »
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<qo’ A, q1> —>a <qo’ A, qO> <C]0, B, q1> |
|a<40, 4,4,> <qy, B,a,> |
Ib {40, B: 49> 90> 4, 4,> |
|b<qO’B’ql><ql,Aaq1>’

40> B, 90> — <415 4,907 <40, B, 90> |
|<q1aA9q1> <q1,B, qo>,

{40 B, ;> — <4, 4, 40> { 40, B, 41 |
|<ay, 4,4, <41, B, 4,>,

4y, B,4,> — a,

g1, 4,9,> — e.

Po redukci podle 4.1.2 ziskdAme gramatiku %:

S — <40, 4,47

<qo’ A, qx> —a <qo’ A, q1> <q1a B, Q1> l
| b {40, B, 4,7 <41, 4,49, ,

{40, B, 4,7 — <4, 4,9, <41, B, 4, »

<Q1aB’ q1> —a,

{q:,4,9,> — e.

K tomu, abychom dokazali v&tu 5.3.1, staci ovéfit, Ze grama-
tika ziskana podle konstrukce 5.3.2 je vzdy LR(0). Pfi tom bu-
deme pouZzivat znaceni zavedeného v konstrukci 5.3.2.

PouzZijeme vlastnosti, které ma gramatika ¢ diky tomu, Ze byla
sestrojena na zakladé deterministického automatu.

Pro kazdy symbol x gramatiky ¢ definujeme charakteristiku
[x] symbolu x takto:

[x] =2, jestlize x je terminal, tj. xe X ;
[x] =(q, Y), jestlize x = {q, Y,q') pro n&aké q';
[x]=15, jestlize x=S§.

Charakteristiku Fetézti oo utvofenych z terminall i neterminali
gramatiky ¥ definujeme pfedpisem

[0] = e, jestlize a =e,

[o] = [x], jestlize a« = xo’ pro n&jaké o .
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Charakteristiku poloZky p = X — a. f definujeme takto:

[p] = ([T o [£]).

Z determinismu vychoziho automatu .# vyplyva dtlezita vlast-
nost gramatiky %:

Lemma 5.3.4. Jestlize (c},a, ), (c3, a?, ¢3) jsou charakteristiky
dvou polozek gramatiky 4, potom

=& =a?=c)=c3,
1zn. proni dvé sloZky charakteristiky libovolné polozky jednoznacéné
urtuji slozku treti.

Dikaz. Budiz p = X — oa.p polozka gramatiky ¢ a [X] =
- (4. Y) pro n&jaké gqeQ a YeI. Potom pravidlo X — of
odpovida instrukci 6(g,a, Y) = (¢, Y, ... Y,) automatu .#, pro
n&jakd aeZ U {e} a Y, ... Y,eI'* Jelikoz # je deterministicky,
urluje g a Y, zda a = ¢, nebo ae .

n) JestliZe a=e, jsou uzz g a Y urCeny i ¢ a Y,... ¥,
I'ro k = 0 je pochopitelné [B] = e. Necht tedy k = 1.
Jestlize o = e, je tim uréeno [B] = (¢, Y;). Pokud
a=4q,Y,49,7€4a, Y5,9,> ... <q;_1, Y, q;)
prondjaké i=21 a q,..,q9;,€0, je
[B] = (g, Y., ,), jestlize i <k,
W |[ff] e pokud i=k.
h) V ptipadg, kdy (g, Y) urci, Ze a € X, mohou nastat dvé moz-
nosti;
@ ¢ vtom piipadé je [f] = Z;
@ / ¢: v tomto ptipad€ prvni symbol a Fetézu spolu s (g, Y)
menje jak ¢, tak Y, LY
Pokud o = g, je [B] = (¢, Y,), nebo [B] = e, jestlize

Y, ...Y, =e.
Pokud

a=al{q,Y,q>...{q;-y, Y, q
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pro n&jaké i, k > i > 1 (resp. k = i), je

[ﬁ] (qx’ 1+1
(resp. [B] = e). V kazdém ptipadé tedy lze na zdklad€ & urdit
z prvnich dvou slozek charakteristiky [p] 1 jeji tfeti slozku.
Pro zvlastni pfipad poloZek typu
S {40, Zp, 9> a S = 4o, Zo, -
lemma oc¢ividné také plati.
Priklad 5.3.5. U gramatiky z pf. 5.3.3 je
R = {Z,5,(40, 4), (41, 4). (40, B). (a1, B)}

mnoZinou charakteristik symbold gramatiky a R U {e} mnoZi-
nou charakteristik fetéz. Charakteristikou polozky

<q07 A9 ‘11> —a <q0) A’ q1> . <qla B, q1>
je trojice
((‘10’ A)’ a <qo’ A’ Q1>’ (ql’ B))
atd. Lemma 5.3.4 ilustrujme na ptikladu netiplnych charakteristik
(90 4). & @), (905 4), b<g0 B, 4, ®) a ((4;,B). a, o).
Jejich tretimi slozkami jsou po fadé X, (q,, 4) a e.

Lemmatu 5.34 vyuZijeme ke zkoumani struktury stavd I(y)
polozkového automatu pro gramatiku % (definovaného v 5.2.17).
Charakteristikou mnoZiny poloZek M gramatiky % budeme na-
zyvat
[M] = {[p]; peM}.
Rekneme, e M md souvislou charakteristiku, jestlize
M = {(c,o,¢,)(c1 e c5) (e €3), - (Cio € Cor )}
pro néjaka c,c,,..., ¢, anéjaké a.

Lemma 5.3.6. Necht M md souvislou charakteristiku a necht
p=A-a.BfeM.
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Potom mad souvislou charakteristiku také mnoZina

My Mp s
kde
M, = {B—.9; B— 39 je pravidlo gramatiky %} .

Dikaz. Viechny polozky z M, maji charakteristiku ([B], e, c),
kde ¢ je jednoznatné ureno z [B], tzn.

(M,] = {([B].e.c)} -

Dale je ([4], o, [B]) e M, nebot A — a.BpeM. Je tedy [B] za-
roved tieti slozkou jisté charakteristiky z [M] a prvni slozkou
charakteristiky z [M,]. Z toho uZ plyne, 22 M UM, ma sou-
vislou charakteristiku.

Disledek 5.3.7. Pocdtecni stav 1(e) polozkového automatu pro
gramatiku ¥ ma souvislou charakteristiku.

Dikaz. MnoZina {S - {qy, Zo, 4); g€ Q} ma souvislou cha-
rakteristiku  {(S, e, (g9, Z,))}. Tvrzeni proto okamzité vyplyva
7 lemmatu 5.2.15 a 5.3.6.

l.emma 5.3.8. Necht M mad souvislou charakteristiku. Potom pro
ka*dy symbol x gramatiky 4 md také

M,={A-ax.p;A->a.xpeM}
sonvislou charakteristiku.

Ditkaz. Ukazme nejprve, Ze v [M] je jedina trojice, jejiz tteti
slozka je [x]. Kdyby totiz existovaly dvé takové trojice, pak by
v M cxistovaly charakteristiky typu

(@.0.[x]) ([x].e.[X,])
(X1 e[X:]h- ([Xi) e [x])

pro ngjaké neterminaly X,,.., X, gramatiky ¢. Pfi determi-
mismu . # to znamena, ze pro kazdy neterminal Y nékteré z cha-
rukteristik [x],[X,],....,[X,] obsahuje % pouze pravidla tvaru
¥ » X1, kde X ma opét jednu z téchto charakteristik. Proto Y nelze
pouzit v zidné derivaci terminalniho fetézu, coZ je spor s pred-
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pokladem, Ze gramatika % je redukovana. M proto obsahuje
jedinou trojici ([ A], = [x]). jejiz treti slozka je [x]. Proto [M ] =
= {([A4]. ax. )}, kde ¢ je jednozna¢ng urceno podle lemmatu 5.3.4.
[M_] je jednobodova. a proto ma souvislou charakteristiku.

Disledek 5.3.9. Kazdy stav I(y) poloZkového automatu pro gra-
matiku % ma soutislou charakteristiku.

Dukaz. Vyplyva okamzité z lemmat 5.3.7, 5.2.13, 5.3.6 a 5.3.8.
Z ptredchoziho tvrzeni uz se snadno dokaze, ze ¢ je LR(0) gra-
matika.

Dikaz veéty 53.1. Z definice mnoziny souvislé charakteris-
tiky vyplyva, Ze takovad mnozZina miize obsahovat nejvyse jednu
trojici, jejiz tteti slozka je e nebo 2. Kazda uplna polozka A — «a.
ma charakteristiku ([A4], «. ¢). Kazda polozka A — x. B, v niz je
napravo od te¢ky terminal, ma charakteristiku ([ 4], ., Z). Proto
kazda mnozina souvislé charakteristiky miize zahrnovat nejvyse
jednu uplnou polozku a v tom pfipadé Zaddnou polozku s termina-
lem bezprostiedné napravo od tecky.

Kazda mnozina I(y) je podle tvrzeni 5.3.9 souvislé charakteris-
tiky, a proto splituje podminku 2 definice LR(0) gramatiky (viz
5.2.19). Podminka 1 je splnéna také, nebot pocate¢ni neterminal S
se v zadném pravidle nevyskytuje na pravé strané.

Z vét 5.2.26 a 5.3.1 dostavame nasledujici vysledek.

Véta 5.3.10. Jazyk lze popsat LR(0) gramatikou, prdvé kdyz jej
ze rozpoznat deterministickym zdsobnikovym automatem prdzdnym
zdasobnikem.

5.4. LR(k) gramatiky

V ¢l 5.3 jsme zavedli polozkovy automat, jakozto zdroj infor-
mace pouzitelné k deterministické analyze LR(0) gramatik. Stavy
tohoto automatu jsou mnoZiny poloZek.

Nyni zavedeme obecnéjsi pojem k-polozky, ktery umozni pfi-
slusnou informaci ziskavat pro analyzu $irSi ttidy gramatik.

Definice 5.4.1. Necht ¥ = (I1, X, S, P) je bezkontextova gra-
matika a k = 1 pfirozené &islo. k-polozkou gramatiky 4 nazveme
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kurdou dvojici (4 — o B, L), kde A — a. f jepolozka G a L = Z*.
Symbolem X* oznacujeme mnoZinu viech slov v abeced€ Z, je-
jich?. délka nepfesahuje k. V dal§im textu uz budeme odkaz na
promatiku 4 vynechavat.

Definice 5.4.2. Rekneme, 7e k-polozka (4 — o. B, L) je platnd
h polozka pro fetéz we(X U II)*, jestlize existuje prava vétna
lorma nAu takova, ze no = » a k(u)e L.

Poznamka 5.4.3. Jestlize (4 — a. B, L) je platna k-polozka pro
feléz w, potom je ziejmé A — a. f platna polozka pro w.

Umluva 5.4.4. Symbolem I,(y) budeme oznatovat mnoZzinu
viech platnych k-polozek pro fetéz y.

Definice 5.4.5. Necht )" je mnoZina vSech mnozZin k-polozek
(pro danou gramatiku). Definujme funkci 6': ¥ x (2 U II) > A~
tnkto: pro kazdé K e ¥ a xe(Z u II) je &'(, x) nejmensi mno-
2ina M takova, ze

I. M2 {(Y—>oax.B,L); (Y- axB L) eK};

2. jestlize (4 — o. BB, L)€ M, potom pro kazdé pravidlo B — 9
pramatiky je (B —. 9, k(BL)) e M.

Definice 5.4.6. Definujme mnoZinu K, € X", kde X" ma tyz
vyznam jako v pfedchozi definici, jakoZto nejmensi mnozinu M
takovou, zZe

I. M2 {(S—.0{e}); S>aeP};

2. jestlize (A —.Bp,L)e M, potom také pro kazdé pravidlo
B »9€eP je (B—.9,k(BL)eM.

Symbolem #" oznatme mnoZinu prvkd mnoZiny 2~ dosazi-
teinych z K, (pfechodovou funkci &') a symbolem & oznaime
restrikei &' na A" x (X U ).

Konecny automat

o =(H,Z0I,6,KyF),

kde F =4 — {(b}, nazveme k-poloZkovym automatem pro danou
gramatiku.
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“Definice 5.4.7. Necht k > 0. Bezkontextova gramatika
4 =(I1,X.5,P)

je LR(k) gramatika, jestlize plati tyto tfi podminky:

1. Pocate¢ni svmbol se nevyskytuje na pravé strané zadného
pravidla;

2. jestlize (4 — x.L,), (B— B., L,) jsou dvé k-polozky (aplné
k-polozkv) vyskvtujici se soucasné v n&jakém stavu K € ¥ a ta-
kové, 7e L, L, # 0, potom pravidlo 4 — « je totoZné s pra-
vidlem B - f3:

3. jesthze se v nékterém stavu K € .#" soucasné€ s Gplnou k-po-
lozkou (A4 ->x.L,) vyskytne k-polozka tvaru (B - f.y.L,).
v niz se bezprostiedné napravo od tecky vyskytuje terminal,
potom L, nk(yL,) = 0.

Poznamka 5.4.8. Z definic 5.2.17 a 5.4.6 vyplyva, Ze pro kazdy
fetéz v je

{A—>apB;(4-ap L)ed(K, ) pro n&aké L} < I(;).
Z tohoto zjisténi a z definice 5.4.7 pak plyne, Ze kazda LR(0)
gramatika je LR(k) gramatikou pro libovolné k > 1.

Analogicky lze dokazat, Ze kazda LR(k) gramatika je LR(k + 1)
pro kazdé k = 0.

k
B
[ u [ ] 1
vstupn/
paska
kanetna
Kdie/
Jednotka p_
vystupni pska
zasobnik
td
| Xn

/ \ stavy
symboly k- polokavého
/ automatu

Obr. 43

—

gramatiky * \

(SIS
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Juzyk generovany libovolnou LR(k) gramatikou
% = (I1,%,8, P)

j¢ moZné analyzovat typem deterministického analyzatoru, ktery
v schematicky zachycen na obr. 43.

Tukovy analyzator je modifikaci deterministického automatu
v vystupni paskou. Zmeéna se tyka pouze vstupni hlavy, ktera
v tomlo piipadé snima zaroveir obsah k sousednich policek.
I'0 zpracovani libovolného pocate¢niho useku vstupniho slova
mi proto LR(k) analyzator k dispozici informaci i o nasledujici
k-tici vstupnich symbol. Zasobnik je obsluhovan obdobnym
splisobem, s jakym jsme se setkali uz v €l. 5.3 u deterministické
unalyzy LR(0) jazykd. Diky tomu je v kazdém okamziku vypoctu
obsuh zasobniku tvaru

40%191%292 -+ Q- 1 %Xnn

(pruvy konec opét odpovida vrcholu zasobniku), kde gq,,...,q,
jyou stavy k-polozkového automatu pro 9, x,,..,x,€2 ull,
‘n 2 0, g, je po€atecni stav a

q; = 8(dgs Xy --. X;)

pro vechna i, 1 i < n.

Zpusob, jakym se obsah zasobniku aktualizuje pfi ptenosu
dalgiho vstupniho symbolu do zasobniku i pfi redukci obsahu
podle nékterého pravidla gramatiky ztstava naprosto stejny jako
u L.R(0) analyzy.

Zména nastava pouze u postupu, kterym se v kazdém kroku
vypoétu rozhoduje, zda dojde k pfesunu do zasobniku nebo k re-
dukci a ve druhém piipadé pak jest€ podle kterého pravidla se
redukce provadi. ’

U LR(0) gramatik se piisluiné rozhodovani provadélo na za-
klade polozky nachazejici se na vrcholu zasobniku. U LR(k) ana-
lyzitoru se dalsi postup urc¢i podle téchto dvou udaji:

I. mnoziny q k-polozek nachazejici se na vrcholu zisobniku;

2. nasledujici k-tice u vstupnich symbolu.

Z. nich se pristi krok ur¢i takto:

a) Jestlize g obsahuje k-polozku (4 — a., L) takovou, Ze ue L
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a A neni pocate¢ni symbol, provede se redukce podle pravidla
A - a. [Podrobngji: ze zasobniku se odebere vrchnich 2. || sym-
bold, tj. symboly tvotici a a stavy umisténé nad kazdym z nich.
Tim se na vrcholu zasobniku objevi jisty stav ¢'. Nad néj se ulozi
dvojice symbolt Aq”, kde q" = &(q’, A). Na vystupu se vytiskne
&islo pravidla 4 — a.]

Jestlize A je pocateCni symbol, ukonci se po provedeni redukce
vypocet vyprazdnénim zasobniku a pfijetim slova.

b) Jestlize q obsahuje k-polozku (4 — o.f, L) takovou, Ze
prvnim symbolem B je terminal a uek(fL), potom se provede
presun do zasobniku. [Podrobné&ji: do zasobniku se piesune dalsi
vstupni symbol b — ktery je nutné totozny s prvnim symbolem
B — a nad n&j se ulozi symbol (g, b).]

c) Jestlize nenastane ani moZnost a), ani b), ukonéi se vypodet
zamitnutim zkoumaného slova.

Vlastnosti LR(k) gramatiky pozadované v definici 54.7 zaru-
¢uji, Ze ze vSech eventualit uvedenych sub a) aZ c) nastane pravé
jedna.

Piiklad 5.4.9.‘ PresvédCime se, Ze gramatika ¥:
1. S - AB,
2 S -4,
3 A — aAb,
4. A—e,
5 B - bB,
6 B¢

je LR(1) gramatika a sestrojime k ni LR(1) analyzator.

Diagram 1-polozkového automatu pro ¥ je sestrojen na obr. 44.
Na diagramu jsme opét pro piehlednost vypustili stav odpovi-
dajici prazdné mnozing 1-polozek (zde by to byl stav ¢, ,) a viechny
pfechody do néj vedouci. V diagramu je pouZito vzitého zkratko-
vého znaleni. Jednoprvkovy jazyk {x} znaCime pouze x; mno-
Zinu polozek

(A-opB L) ...(4>aBL,)
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skricent zapisujeme

A-o B L |L,y]|...|L,.

%o: 3—>.AB/e
S>+A,¢
A->.ahb,e|{bc}
A A—>-,e |{b,c}

a

' |s=A.B,e 9 [A =a.db e [{b/c}
5">A‘,e A-).d/‘b,b
Bé'bﬂle A—>o,b
B-=>=.ce A

5 cl\b g;:| A =ad.b,e|{s,
%_: qJL tb I{ C}_I a

25 |5_>g./gc| %|A =ahb., e [{b,c]] a

qg: |B=4.5,e :)b g,:|A=a.Ab, b

B=.bB e A—=.ahb, b
B >.ce A=. b
B A
%' [5=>55.,¢ | 24

T+ Obr. 44

Gramatika % je LR(1), nebot pocatecni symbol se nevyskytuje
na pravé strané zadného pravidla a [-poloZzkovy automat na
obr. 44 také splituje podminky z definice 5.4.7. Tak napf. ve stavu
q, Jsou obsazeny dvé uplné polozky

pp=(A—-.e ap,=(A-.{bc})
a dvé polozky s terminalem bezprostfedné napravo od tecky:
p; = (4 > .adb,e) a p, = (4 — .adb, {b,c}).

Ke konfliktu mezi p, a p, (viz podminku 2 z definice 5.4.7) ne-
dochdazi, nebot odpovidaji témuz pravidlu a navic

{e A {bc)=9.

247



Podobné nedochazi ke konfliktu mezi p, a p; nebo p, (pod-
minka 3), protoZe

{e} N 1(aAb{e}) = {e} N 1(adb{b,c}) = 0.
Ke konfliktu mezi p, a p; nebo p, nedochazi, protoze
{b, ¢} n 1(adb{e}) = {b, c} N 1(adb{b,c}) = 0.

Na zakladé 1-polozkového automatu z obr. 44 lze tedy sestrojit
LR(1) analyzator pro gramatiku %. Akce tohoto analyzatoru v za-
vislosti na vrchnim symbolu v zasobniku (tj. stavu 1-polozkového

Vstupni symbol

a b c e
q, presun a A—ed A—>e;d A—e; 4
q, piesun b pfesun ¢ pfijmout; 2
q, pfesun ¢ A—oe 4
' pfesun b
q, A —aAb; 3 A — aAb; 3 A —aAb; 3
qs pFijmout; 1
9e B-c; 6
q, presun a A—e; 4
qg pfesun b pfesun ¢
5 B - bB; 5
q10 presun b
q.: A — aAb; 3
di2

Tab. 15
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sutomatu) a nasledujicim vstupnim symbolu (nebo e, coz odpo-
vidit tomu, Ze slovo bylo do¢teno do konce) popiSeme tab. 15.

Akce oznacovana v tabulce ,,X — n; i znamena: zredukovat
podle pravidla X — 5 (v&etn& prislusné aktualizace zasobniku)
i vytisknout i. Vstupni hlava se neposouva.

Akce oznaovana ,pfijmout; i znamena: vyprazdnit zbytek
zisobniku a vytisknout i. Vypocet kon¢i pfijetim slova.

Akce oznaCovana ,presun x“ znamena: uloZit symbol x do
shsobniku (a ptidat nad n&j pfislusny symbol stavu polozkového
nutomatu) a posunout vstupni hlavu.

Prazdna poli¢ka v tabulce oznacuji situace, ve kterych analy-
z0itor konéi a vyda hlaseni, Ze analyzované slovo nepatti do L(¥%).
Specialné takova situace nastava vidy, kdyZz se na zasobniku
objevi symbol q,, odpovidajici prazdné mnoZin€ polozek.

Piiklad 5.4.10. Nad slovem aabbc pracuje analyzator sestro-
jeny v pt. 5.4.9 takto (prvni ¢len trojice oznaluje vzdy zbytek
vstupniho slova, druhy ¢len obsah zasobniku a tfeti obsah vy-
stupni pasky):

(aabbc; q,; €) - (abbc; g4aq,; €) -

k= (bbe; 400,04, ; €) = (bbe; 40a4,a9,A44; 05 4)

t (be; 40a9,a9,A4,0bq, 15 4) b (be; goaq,495343) =
k(¢ 4009, 4q3b4,; 43) = (¢ 4oAd,5433) =

(€5 9044, ¢q6;433) - (e; d0Aq,Bqs;4336)

- slovo je pfijato, jeho pravy rozbor je 43361 .

5.5. LR jazyky a deterministické jazyky

Definice 5.5.1. Jazyk nazveme LR(k) jazykem, jestlize existuje
I.R(k) gramatika, ktera jej generuje. Rekneme, Ze jazyk je LR ja-
zykem, jestlize je LR(k) jazykem pro n&jaké ptirozené &islo k = 0.

Cilem tohoto ¢lanku je dokazat, ze libovolny jazyk je LR,
pravé kdyZ je deterministicky. Jedna &ast tvrzeni plyne z toho,
¢ LR(k) analyzatory lze simulovat deterministickym zasobniko-

vym automatem.

Véta 5.5.2. Kazdy LR jazyk je deterministicky.

249



Dukaz. V ¢lanku 5.2 jsme ukazali, jak pfevést LR(0) analy-
zator na deterministicky zasobnikovy automat. Jednalo se o zpu-
sob obsluhovani zasobniku (pozn. 5.2.25) a tentyZz zpusob lze
vyuZit pii pfechodu od LR(k) analyzatoru k deterministickému
z4sobnikovému automatu pro libovolné k = 0. V pfipadé k = |
vyvstava jeSt€ problém, jak nahradit moznost prohlizeni k sym-
boli dopfedu na vstupni pasce, kterou ma LR(k) analyzator.
V moznostech deterministického automatu je uchovavat infor-
maci o k-tici symbold v kone¢né paméti fidici jednotky. Deter-
ministicky automat tedy mlZze napf. provadét manipulaci se za-
sobnikem se zpozdénim aZ po precteni potfebnych k symboli.
Zde ovsem vznika dalsi potiz. Kdyby automat pouze udrZoval
konstantni pfedstih hlavy, mohlo by se stat, Ze hlava opusti pravy
konec slova dfive, nez ma automat moZnost dokon¢it simulaci
vypoctu. Tomu lze pomémné snadno odpomoci, pokud je pravy
konec vstupni pasky oznafen specialnim koncovym znakem.
Na tomto znaku se vstupni hlava zastavi.

Od deterministického automatu s koncovym znakem lze pak
prejit k ekvivalentnimu deterministickému zasobnikovému auto-
matu bez koncového znaku, protoze podle tabulky 8 jsou de-
terministické jazyky uzavieny vi¢i pravému kvocientu s regular-
nim jazykem.

Ukéazeme, Ze plati i véta obracena k véteé 5.5.2.

Véta 5.5.3. Kazdy deterministicky jazyk je LR(1) jazyk.

Duakaz véty je bezprosttednim dusledkem nasledujicich t¥i
lemmat.

Lemma 5.5.4. Necht L je libovolny bezkontextovy jazyk, # p¥i-
dany symbol a % redukovand bezkontextovd gramatika generujici
jazyk L#. Jestlize néktery stav 1-polozkového automatu pro 4 obsa-
huje 1-polozku tvaru (A — o. # B, L), potom L= {e} a 1(f) = e.

Dakaz. Indukci se snadno ovéfi, ze kdyby existovalo ne-
prazdné slovo ue L, nebo 1(B) # e, existovalo by odvozeni

S=*0Auv =* oo # Puv=*w, # w,

pro n&jaké w, # e, coz je spor s piedpokladem, Ze w, # w, ¢ L#.
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Lemma 5.5.5. Necht L# je LR(0) jazyk, pficemz symbol #
e hevyskytuje v Zddném slové jazyka L. Potom L je LR(1) jazyk.

Dikaz. Necht ¢ je LR(0) gramatika takova, ze L(¥) = L#.
Sustrojme 1-polozkovy automat o pro 4. Jakmile néktery stav ¢
nutomatu o/ obsahuje 1-polozku tvaru (A — a. # B, L), je podle
5.5.4 L= {e}. Navic plati, ze ¢ neobsahuje zadnou uplnou 1-po-
lo7ku. Jinak by odpovidajici stav polozkového automatu obsa-
hoval jednak A — a. # f, jednak Gplnou polozku, a to by bylo
ve sporu s pfedpokladem, ze % je LR(0) gramatika. Podobng ¢
ncobsahuje zadnou dalsi 1-polozku s terminalem bezprostfedné
7a teckou.

Sestrojme nyni gramatiku %', ktera se od ¢ bude liSit pouze
lim, Ze # bude v ¥’ patfit mezi neterminaly a oproti % bude
mit navic pravidlo # — e.

Okam?ité je ztejmé, ze L(¥') = L.

Z konstrukce 1-polozkového automatu plyne, Ze 1-polozkovy
automat pro 4’ se od 1-polozkového automatu pro ¢ lisi pouze
ve stavech, které u gramatiky % obsahovaly 1-polozku typu
(A > a. # B, e). Odpovidajici stav u %’ vzdy navic obsahuje 1-po-
lozku (# — ., e). Ostatni stavy se shoduji. Z toho je vidét, ze
i I-polozkovy automat pro %' splituje podminky z definice LR(1)
gramatiky. Stavy, ve kterych je nyni navic 1-polozka (# — . e),
uz u gramatiky % neobsahovaly jinou uplnou 1-polozku. Pokud
takovy stav obsahuje né&jakou 1-polozku (X — y.x6, L) s termi-
nalem x, potom kolize s 1-polozkou (# — .,e) opét nenastava,
protoze

I(x6.L)={x} a {x}n{e} =0.

[Samoztejmé nenastava ani kolize s (4 — «. # f, e), protoze #
je v ¢’ neterminalem. ]

Lemma 5.5.6. Jestlize L je deterministicky jazyk a # nové pii-
dany symbol, potom L# je LR(0) jazyk.

Dukaz. Jazyk L# je podle 4.4.11 rozpoznatelny determinis-
tickym zasobnikovym automatem pomoci prazdného zasobniku.
Proto je podle 5.3.1 LR(0) jazyk.
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Dukaz véty 5.53. Bud L libovolny deterministicky jazyk
a # n&jaky nové pfidany symbol. Potom L# je podle 5.5.6
LR(0) jazyk, a tedy L je podle 5.5.5 LR(1) jazyk.

Véta 5.5.7. Jazyk je deterministicky, pravé kdy? je to LR jazyk.
Diukaz plyne bezprostfedné z vét 552 a 5.5.3.
Disledek 5.5.8. Kazdy LR jazyk je LR(1) jazyk.

Dukaz. Kazdy LR jazyk je deterministicky podle 5.5.2, a tedy
jej podle 5.5.5 generuje vhodna LR(1) gramatika.

Poznamka 5.5.9. Z 5.5.7 pochopitelné neplyne, ze kazda LR
gramatika je LR(1). Naopak, lze ukazat, ze pro kazdé¢ k > 0
existuje LR(k) gramatika, ktera neni LR(k — 1).

5.6. LL(k) gramatiky

Zobecnénim pojmu LL(1) gramatiky dostaneme pojem LL(k)
gramatiky.

Definice 5.6.1. Budiz k = 1 pfirozené €islo. O bezkontextove
gramatice ¥ = (I1, X, S, P) tikame, ze je LL(k) gramatika, jestlize
pro libovolna dvé pravidla 4 —» «, A - f (¢ # p) gramatiky a li-
bovolnou levou vétnou formu udn (u e X*) plati, Ze

k(oen) v k(Bn) = 0.

Ctenaf, ktery uz si osvojil, jak souvisi levé derivace s analyzou
shora, dokaze jist¢ odhadnout dosah této definice pro analyzu.
Leva vétna forma uAn odpovida situaci, kdy v zasobniku je ulo-
zeno slovo An (levy konec slova zde opét znamena vrchol za-
sobniku). Jestlize je splnéna podminka z definice LL(k) grama-
tiky, znamena to, ze k-tice terminalnich symbold, ktera se po-
stupné objevi na vrcholu zasobniku an (tj. zasobniku po pre-
psani podle pravidla A — a), se v Zadném pfipadé nemtiZe objevit
na vrcholu pii zpracovani zasobniku fn a obracené. KIi¢ k urceni,
které z pravidel 4 — o, A — B pouZit, tedy lze najit v nasledujici
k-tici vstupnich symbolt.
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Definice 5.6.2. Budiz k = 1 ptirozené &islo. Silnou LL(k) gra-
matikou nazveme kazdou bezkontextovou gramatiku

% = (I,%,5, P)

splfiujici tuto podminku: Pro libovolna dvé pravidla 4 — «,
I - B («# p) gramatiky a libovolné levé vétné formy udn,
rA9 (w.veZ*) je

k(om) N k(B3) = 0.

Poznamka 5.6.3. NeZ vyjasnime zdanlivy nesoulad mezi defi-
nici LL(1) gramatiky z ¢l. 5.1 a definicemi 5.6.1, 5.6.2, uvédomme
si, 7¢ pozadavek kladeny na silnou LL(k) gramatiku je siln&jsi
ne? pozadavek kladeny na LL(k) gramatiku. Proto je kazda silna
I.L(k) gramatika také LL(k) gramatikou. Obracené to platit ne-
musi (pro k = 2), jak ukazeme.

Piiklad 5.6.4. PiesvédCime se, Ze gramatika
S - 0400|1410,
A-1 Ie

je LL(2), ale neni to silnd LL(2) gramatika. S-pravidla maji na
zafatku pravych stran odli$né terminaly, takZe sta¢i prozkoumat
pouze A-pravidla. Existuji pouze dvé levé formy obsahujici A,
a to 0400 a 1410. Ovéfme pro obé podminku z definice 5.6.1:
2(100) ~ 2(e00) = 0 a 2(110) N 2(e10) = @. gramatika je tedy LL(2).

Na druhé strané 2(100) n 2(e10) = {10}, coz znamena, Ze gra-
matika neni silna LL(2) gramatika.

Poznamka 5.6.5. Uchylime-li se opét k interpretaci definice
5.6.2 v terminech analyzy shora, je moZné silné LL(k) gramatiky
charakterizovat jako takové, u nichZz pfepsani symbolu A na
vrcholu zasobniku fetézem a pii néjakém vypoctu vede k po-
stupnému vydani k-tice terminalnich symbola odliSnych od k-tic,
které se objevi po piepsani A na f§ i pfi libovolném jiném vy-
pottu. Diky tomu je navrh analyzatori pro silné LL(k) grama-
tiky jednodussi nez v obecném LL(k) ptipadé.
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Nasledujici tvrzeni ukazuje, Ze definice 5.6.1, 5.6.2 jsou v sou-
ladu s definici LL(1) gramatiky, kterou jsme zavedli v &l. 5.1.

Véta 5.6.6. Gramatika je silnd LL(1) gramatika, pravé kdyz je
LL(1) gramatika.

Dikaz. Pfimo z definic 5.6.1 a 5.6.2 plyne, Ze silna LL(1) gra-
matika je LL(1).

Obracené piedpokladejme, ze ¥ = (I1,Z, S, P) je LL(1) gra-
matika, 4 - a, 4 — f libovolna jeji dv€ rizna pravidla a udn,
vA9J néjakeé jeji dvé levé vétné formy. Mame ukazat, Zze

o)~ 1(BY) = 0.

Ptredpokladejme opak, tj.
ae 1(om) N 1(B9)
pro né&jaké
aeXu {e}.
Ziejmé plati, Ze
lan) = 1(1(). 1(n))
1(89) = 1(1(8). 1(9))

Rozeberme mozné ptipady.
a) Necht ee€ 1(x) N 1(B), tzn. x=>*e a f=*e. Potom oviem
napft.

L) 0 1(Bn) 2 1(n),
a tedy

1(on) ~ 1(Bn) # 0,

coZ je spor s predpokladem, Ze % je LL(1) gramatika. Musi proto
bud e¢ 1(a), nebo e¢ 1(B).
b) Necht e¢ 1(x) & e ¢ 1(f). Potom existuje ae X takové, Ze

ael(x)n 1(B)
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0 opdt dostavame

Wom) ~ 1(Bn) # 0,

W 1o je spor.
¢) Necht

e¢1(a), ec1(f) & 1(a) N 1(9) # 0.

Potom také
1(x3) N 1(BI) # 0,

co7 je spor s definici LL(1) gramatiky.
d) Zbyvajici ptipad

eel(x)&e¢ 1(B)& 1(n)n 1(B) # O

vede ke sporu analogicky jako c.
Tim jsme dovedli pfedpoklad, ze

L(an) N 1(BY) # 0.

ke sporu.

Obratme nyni pozornost k otazce, jak analyzovat shora obecné
LL(k) gramatiky. Je zfejmé, Ze v kazdém kroku analyzy je nasle-
dujici krok jednoznacné ur€en obsahem zasobniku A#x a nasledu-
jici k-tici vstupnich symbold u. Podle definice 5.6.1 LL(k) gra-
matiky totiZ existuje nejvySe jedno pravidlo A — o takové, Ze
u € k(o).

K velkému zjednoduSeni celého problému pfispiva nasledujici
tvrzeni, jehoz dikaz je ziejmy.

Tvrzeni 5.6.7. Necht ¥ = (1,2, S, P) je bezkontextovd grama-
tika. Pro libovolné dva-Fetézy v, we (Il U Z)* a libovolné k = 0
plati:

k(v. ) = k(v. k(w)) = k(k(v) . k(w)).

Diky tomuto tvrzeni lze podminku
k(o) O k(Br) = 9
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z definice 5.6.1 nahradit podminkou
ko . LYnk(B.L) =90,

kde L = k(). L je kone¢ny, protoze L < I*.

K rozhodnuti, jaky bude dalsi krok analyzy LL(k) gramatiky.
tedy staci znat nasledujici k-tici symbold u, vrchni symbol A4 v za-
sobniku a jazyk L = k(y), kde An je obsah zasobniku. Existuje
jen kone¢n& mnoho jazykt L < X*, a proto také jen konecné
mnoho dvojic tvaru (4, L), kde A4 je neterminal a L = Z**. Diky
tomu miizeme mnoZinu téchto dvojic povazovat za konecnou
abecedu, tzn. (4, L) budeme chapat jako jediny symbol abecedy.

A nyni uZ jsme schopni obecné popsat analyzator pro danou
LL(k) gramatiku %. Analyzator bude opét sestavat z

jednocestné vstupni pasky,

kone¢né fidici jednotky,

zasobniku,

jednocestné vystupni pasky.

Vstupni abeceda bude X, vystupnimi symboly budou ¢isla pra-
videl z P. Zasobnikova abeceda bude

r=>u{(X,L); Xell, Lc 2*}.

Analyzator bude krok po kroku sledovat uspé$ny vypocet nede-
terministického automatu rozpoznavajiciho L(¥) prazdnym za-
sobnikem s tou zménou, Ze misto kazdého neterminilu X bude
do zasobniku ukladat (X, L) pro vhodné L. Ptesngji: jestlize
béhem uspésného vypoftu nedeterministicky zasobnikovy auto-
mat precte vstupni Gsek u a zasobnik v tu chvili obsahuje fetéz
u X uy ou, X U,
prongjaka X,,...,X,ell au,,..,u,,, € 2* bude mit LL(k)-ana-
lyzator v tomtéZ kroku rovnéz piecten vstupni usek u a jeho za-
sobnik bude obsahovat fetéz

ul(Xl’ Ll) u2 un(Xn’ Ln) un+1 ’
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hile
(+) L, = k(u, Xy XUy ;) prokazdéi, 1 <i=<n.

Poplkeme, jakym zplsobem se této vlastnosti docili.

I Zathtek vypoétu: v zasobniku analyzatoru je uloZzen pouze
pucitocni zasobnikovy symbol (4, {e}). Takovy obsah zasobniku
pochopitelng spliiuje podminku (x).

). Obecna situace: zasobnik obsahuje fetéz

(X o Ly) o (X L)

uplhujici (), zbyva precist vstupni posloupnost v.

W) u, # e: v tomto pfipadé se v nasledujicim kroku provadi
krficeni prvniho symbolu slova u, proti dal§imu vstupnimu sym-
holu 7 Gseku v. Tim neni usek

(Xl’Ll)uZ un(Xn’ Ln) Up+1

vitbec zasaZen, takZe podminka (x) je splnéna i v nové vzniklé
konfiguraci.

b) u, = e: v tomto pfipad¢ je tfeba piepsat (X, L,). Necht
X,—a,...,X, »oa jsou viechna X, -pravidla gramatiky %.
Podle predpokladu, Ze % je LL(k) gramatika, existuje nejvyse
jedno «; takové, Ze k(v)ek(wL,). Pokud takové o, neexistuje,
kon¢i vypocet netspé$né. Pokud existuje, provedeme piepsani
(X,.L,) podle pravidla X, — «, nasledujicim zplisobem. Jestlize
n;€ X*, stadi zfejm& nahradit (X, L,) fetézem «; a nové vznikly
obsah zisobniku opét spliiuje podminku (). Zajimavejsi je
pfipad, kdy

o =2zY2,...2¥z.,
pro néjaka
Y,..Yell, z,. .,z €X¥ s=1.

Zde se symbol (X ,, L,) nahradi fetézem

257



tak, ze
(%) Li=kKz o Yz, vy u,X,u,, )

n

pro kazdé j, 1 £j <'s,

aby nové vznikly obsah zasobniku opét spliioval podminku (x).
Pripomeinme je§te, Ze

ku,...u,Xu,,,)=L,

n“*n"n+1

a ze tedy podle 5.6.7 je
()xx) L, =klz;,,... Yz, .L,) prokazdéj, 1 £j<s.

Tim jsme ovéfili, Ze pfi popsaném postupu obsah zasobniku stale
zachovava vlastnost (), a navic jsme zjistili, Ze vypocet probiha
deterministicky, nebot v kazdé situaci existuje nejvySe jedno po-
kracovani [diky tomu, Ze vychozi gramatika je LL(k)].

Zatim jsme je$t€ nevyjasnili otazku, jak realizovat dvé klicové
operace, které¢ je béhem této analyzy tfeba provadét:

1. rozhodnuti, podle kterého pravidla X, — «; se ma prepsat
vrchni symbol (X, L,);

2. nalezeni fetézu g,.

ad 1: pro kazdou dvojici (X, L) lze definovat parcialni funkci

Sxni 2 {0, L}
kde X - a,...,X — o jsou vSechna X-pravidla) takto:
1 r

a,, jestlize uek(e;. L) a u¢k(a;. L)
pro viechna ostatni a;,
fx..(u) = 1 nedefinovano, jestlize pro zadné «; neni uek(e;.L),
1, jestlize uek(e;. L) N k(. L)
pro n&jaka o; # «; .
Kazdou takovou funkci lze zadat ve formé tabulky. Operaci 1
proto lze vyfesit sestavenim tabulek pro vSechna (X, L) a jejich
uloZenim do konetné paméti fidici jednotky. Je zfejmé, Ze funkce
fx.1» které n€kde nabyvaji hodnoty L, neni tfeba zatazovat, pro-
toZe takova dvojice (X, L) se b&hem LL(k)-analyzy nemizZe vy-
skytnout.
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il 2 pHisluiné &; je podle (+x*) jednoznadn& uréeno fetézem
W, i juzykem L. Opét tedy existuje funkce, ktera libovolné pravé
siund nejukého pravidla a libovolnému L = X** ptifazuje pfi-
slutny modifikovany fetéz. Tuto funkci lze opét uloZit v paméti
rhlvl jednotky jako tabulku.

K nestaveni tabulek obou typa je tieba védét, jakym zplisobem
e potitaji hodnoty k(a), resp. k(L) pro a e (X w IT)* a konetny
jmeyk 1. = 2* To nyni ukaZeme.

Konstrukce 5.6.8. Konstrukce k(u) pro ueZ*: k(u) je rovno
profixu délky k z u (resp. u, pokud |u| < k).
K onstrukce k(L) pro konetny jazyk L = X*:

k(L) = {k(u); ueL}.

Konstrukee k(X) pro X eII: Pro viechna xe X U IT postupné
seN(rojujeme mnoziny ko(x), k,(x), ..., takto:

I. polo¥me k/(x) = {x} pro viechna i = 0, jakmile x e X.

D k(X)) ={ueZ*; | <k&X s> ueP}u

U {ueZ*; |u| = k & X - ua e P, pro n&jaké o}
o kaxde X ell.
Lok (X) = k(X)) O {u; ue klk(y,) - k() - ki)
pro n&jaké X — y, ...y, € P}
mo kaxdé X ell.

Jeliko? k(x) < k;, (x) = Z** pro viechna x, i, existuje i, tak,
»e h (v) k. (x) souCasné pro viechna x eIl U X. Pro kazdé
\ ¢ 11 poloZime k(X) = k, (X).

Konstrukee k(«) pro o = x, ... x,, x;€lT U X:

k(x,x, ... x,) = k(k(x,) . k(x,)... k(x,)) .

Jusyh h(n,)... k(x,) = Z* je konecny, a proto je tato konstrukce
1enlizovatelnd podle predchozich bodi.
Diikaz spravnosti popsanych konstrukci pfenechavame Ctenafi.
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6. ALGORITMICKY NERESITELNE
PROBLEMY

ZAKLADNI CAST

Teoreticky aparat ptedchozich kapitol umoZiuje odpovédét na
mnohé otazky tykajici se vlastnosti automati a gramatik. Tak
naptiklad na zakladé véty 2.2.14 dovedeme pro libovolné dva ko-
neéné automaty rozhodnout, zda reprezentuji tentyZ jazyk. Dile-
Zité je, Ze tento problém dovedeme fesit algoritmicky, tzn. existuje
algoritmus, ktery pro libovolné dva konecné automaty nad danou
abecedou vyda po kone¢ném poctu krokiti odpovéd, zda auto-
maty jsou ekvivalentni ¢i nikoliv. Podobné pro kazdou bezkon-
textovou gramatiku umime algoritmicky rozhodnout (viz 4.1.2),
zda generuje prazdny jazyk.

V této kapitole se zaméfime na problémy, které algoritmicky
rozhodnutelné nejsou.

6.1. Turingovy stroje a jazyky typu 0

Zakladni model Turingova stroje je schematicky zndzornén na
obr. 45.

Takovyto Turingliv stroj se sklada z koneéné fidici jednotky
a nekoneéné pasky rozdélen¢ na jednotliva policka. Ridici jed-

konet‘ﬂd
Fidiel
Jednotka

161 b0us fueplueg Tuee T+ v Jun {610 Obr. 45

notka se mize dostavat do kone¢né mnoha rtiznych stavii a v kaz-
Masww@pmlmbol z konecné abecedy
stroje nebo policko miZe byt prézdné. V kazdém okamziku ma
stroj pnstup k jedinému policku pasky Po jeho uplynuti muiZe
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alto] smenit obsah &teného policka, posunout se o jedno policko
dopraviy nebo doleva a zménit stav Fidici jednotky. VSechny tyto
ity ZQvisi Jednak na obsahu ¢&teného poli¢ka, jednak na
virltknim stavu fidici jednotky.

Uvedme formalni definici.

Deflnice 6.1.1. Turingiiv stroj je pétice M = (Q, X, 3, q,, F),
kde () 0 2 jsou po fad€ konecné neprazdné mnoZziny stavll a sym-
boliv stroje, 6: (Q — F) x 2> Q x X x {—1, +1} je parcialni
prechodova funkee, g, € Q je po€atecni stav a F < Q je cilova
imnoZina (mnozina koncovych stavi).

Jestlize 8(g, x) = (¢, x',d), de {—1. +1}, znamena to, Ze stroj
v ku2d¢ situaci, kdy jeho vnitfni stav je ¢ a nachazi se na po-
" Ieku se symbolem x, prepiSe obsah poli¢ka na symbol x', pfejde
do stavu ¢’ a potom se posune o d policek doprava.

Budeme predpokladat, ze abeceda X kazdého Turingova stroje
obxuhuje jisty symbol b. Jestlize na policku je symbol b, budeme
to interpretovat tak, Ze policko je prazdné.

Definice 6.1.2. Konfiguraci Turingova stroje

=(0,.%Z,8,q,F)

budeme nazyvat kazdé slovo tvaru ugu, kde u, ve Z*, qeQ.

K onfigurace ugv bude odpovidat situaci, kdy na péiggg__ stroje
j¢ napsano slovo uv, ostatni politka jsou prazdna, stroj je ve
vhittnim stavu g a &te prvni (odleva) symbol slova v.

Poznamka 6.1.3. Konfigurace ugv odpovida stejne snuam Tu-
tingova stroje jako libovolna z konfiguraci. b'uqub’ kde i, jzo0.
P'roto je €asto mozZné takové konﬁgurace ztotoziiovat. Specialné
konfiguraci tvaru gv je pohodlné ztotoZiiovat s bqv a konfiguraci
tvitru ug s ugb.

Definice 6.1.4. Budiz K = uygxv, kde u,ve2*, x, ye X a qeQ,
konligurace Turingova stroje # = (Q, X, 8, q,, F). Potom kon-
figguraci bezprostredné ndsledujici po konfiguraci K nazveme kon-
figuraci

uyx'q'v, jestlize 8(g, x) = (q’, x', +1)
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uq'yx'v, jestlize 8(g, x) = (¢, x', —1).

Jestlize konfigurace K, bezprostfedné nasleduje po K,, piseme
K, F ,K,. Relace % je definovana jako reflexivni a tranzitivni
uzavér relace . Jestlize K% K’, fikame, Zze K’ nasleduje
po K nebo Ze stroj .# se z K dostane do K' apod. Pocdtetni
konfiguraci nazyvame kazdou konfiguraci tvaru g,w, kde

we(Z — {b))*.
Koncovou konfiguraci nazyvame konfiguraci tvaru uquv, kde u,
velX* geF.

Rikame, e Turingiw stroj M prijimd slovo we(Z — {b})*,
jestlize gow *, K pro né€jakou koncovou konfiguraci K.
Jazyk rozpozndvany strojem M je jazyk

L(#) = {we(Z — {b})*; # ptijima w}.

Poznamka 6.1.5. Podle poznamky 6.1.3 je qvt K, jakmile
bgv+ K a uqt K, jakmile ugb + K.
Piiklad 6.1.6. Sestrojme Turingliv stroj

M =(Q,Z2,6,q, F)
rozpoznavajici jazyk

L={w;we{cd}*&w = wk},
tj. jazyk tvofeny symetrickymi slovy v abecedé {c,d}. Stroj .#
bude vypadat takto:

Z =1{bcd},
0 = {9091, 90 90 95- 93> 4} »
F={q,}
a

L 3(go ¢) = (g, b, +1),
8(do» d) = (aw by +1);

II. g, <) = (g, ¢ +1),
8(g., d) = (4o d, +1),



Mgy ) = (4w ¢ +1),
gy d) = (4 d, +1);
1. Mg, b) = (q5. b, —1),
8(4n b) = (41,5, —1);
v My, ) = (g, b, —1),
d(q1.d) = (g, b, —1),
gy, 0) = (g1 ¢ = 1),
g, d) = (q,.d, = 1);
V. g, )_(qf’b’ ) 5(‘11’ )
Vi (4, b) = (40, b, +1)

VIL  {geb) = (g,,b, +1).

Zpusob, jakym stroj .# rozpoznava jazyk L, je celkem zfejmy.
Kdy? ve stavu g, pfe€te prvni symbol slova, smaze jej a ve své
konedn¢ paméti uchovava informaci o tom, ktery symbol to byl
(pravidla 1). Poté postupuje doprava, dokud nenajde konec slova
(pravidla I1). Jakmile najde konec slova, vyhled4 posledni symbol
(111). Jestlize tento symbol souhlasi s informaci uloZenou v ko-
neéné paméti, vymaze policko a postupuje doleva, dokud nenajde
satitek slova (IV). Potom vyhleda zacatek slova a cela procedura
sncind znovu (VI). Jestlize nékdy prvni symbol slova nesouhlasi
5 poslednim, dostane se .# do situace, Ze je ve stavu ¢ a Cte d,
nebo ve stavu g4 a &te ¢, tj. do situace, kdy daldi krok neni urcen,
tsn. slovo neni pfijato, protoZe ani ¢, ani qf nejsou koncové
stuvy. Do koncového stavu se stroj dostane pouze - probiha-li
proces Uspe¥né tak dlouho, aZ se paska vyprazdni (V a VII). Také
tehdy se stroj zastavi.

Napi. slovo cdc je piijato vypoctem:

gycde - bgde = dg.ctdeg - dgict qd—
' ‘Ilb‘“—qo‘ﬂ_%l_qg I"‘]f-

V ziapisu vypottu jsme uzili uspornéjsiho zapisu ve smyslu po-
/niimky 60.1.3.

O mornostech gramatik typu 0 dava piedstavu nasledujici véta.
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Véta 6.1.7. KaZdy jazyk rozpoznatelny Turingovym strojem j¢
typu 0.

Dtkaz. Necht 4 = (Q, %, 9, q,, F) je Turingdv stroj. Sestro-
jime gramatiku ¢ = (1, 2", S, P) takovou, Zze L(¥9) = L(.«#).

K abecedé X sestrojime abecedu dvojnikti £. Dvojnika sym-
bolu xe2 budeme oznacovat x. Gramatiku ¥ pak definujeme
takto:

Y=X-{b}, 1=QuUXuU{S A4,BC}.

Mnozina P obsahuje tato pravidla:
L S — Aq,B,

A - xAX pro viechna xe X — {b},
A—- B,

B —»hB | b;

'II. Xqy — q'x'y pro viechna ye 2,
jestlize &(q, x) = (¢, ', +1),
Xqy = Xx'yq"  pro viechna ye X,
jestlize (g, x) = (q',x', —1);

IIL. q — C pro vsechna geF,
Ca— C pro viechna ae X,
aC - C pro viechna ae X,
C —e.

Ukazme, pro¢ L(%9) = L(#). Viimn&me si, Ze levé strany pra-
videl skupin II a III neobsahuji Zadny ze symboli S, 4, B a Ze
tyto symboly nemohou vzniknout aplikaci pravidel t&€chto skupin.
Jestlize tedy v né&jaké derivaci je aplikace pravidel typu I pied-
chazena aplikaci pravidla typu II nebo III, tykaji se tyto dvé
aplikace disjunktnich tsekd slova, a proto lze jejich poradi vy-
meénit, aniZ se tim ovlivni vysledek. Takovymito postupnymi vy-
ménami je mozné dosahnout toho, Ze nejprve jsou aplikovana
pravidla typu I a potom pravidla zbyvajicich dvou skupin. Z tvaru
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pavidel 1&chto dvou skupin je viak okamzité zfejmé, Ze po prvni
aplikner pravidla typu IIT uZ neni mozné pouzit zadné pravidlo
whupiny 11

Iontlize we L(%), atedy S =% w, we 2'*, lze bez 0jmy na obec-
nontl predpokladat, ze v derivaci slova se nejprve vyskytovaly
apliknee pravidel skupiny I, potom skupiny II a nakonec sku-
piny 1L

Aplikuci pravidel skupiny I vznikne slovo tvaru

wh'wRq b’ pro n&jaka i, j > 0.

Pritom w oznaCuje dvojnika slova w, tj. pro w=x,...x, je
W=\ X

Pravidla typu 11 simuluji vypocet stroje .4 na slové w. Je viak
simulovin zrcadlovy obraz vypoctu na dvojnicich pivodnich
wymbold.

K pravidlim 111 je moZné ptejit pouze tehdy, jestlize se v si-
mulovaném vypoétu dostane stroj do koncového stavu, tj. jestlize
we I(.#). V tom ptipadé se ve slové objevi C, tj. slovo je tvaru
wi'r, kde u, o€ X*. Symbol C zlikviduje postupné slova i a ©
0 nnkonee sim zmizi. Teprve pak vznikne terminalni fetéz, a to w.

Tim jsme dokazali, ze L(%) < L(#).

Jestlize obracené we L(#), potom pravidly I lze vygenerovat
slovo wh'w®q bl kde i a j jsou dostateGné velka Cisla, aby na
uneku pasky bwb' probéhl cely vypocet stroje 4 nad w. Potom
pruvidla 11 simuluji vypocet az do okamziku, kdy se .# dostane
do koncoveho stavu. Pak se zaénou aplikovat pravidla 111 tak
(Houho, a2 ziistane samotny fetéz w. Tedy w e L(%4) a véta je do-
ks,

I"tiklad 6.1.8. Stroji z pf. 6.1.6 odpovida gramatika dana pra-

vidly

I S > Aq,B,
A CcAC|dAd,
A B,
B »bB|b;
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IL cqob — q.bb,
2q,¢ — g.be,
¢qod — qbd, | odpovida pravidlam I
dqo,b — q,bb, | v piikladu 6.1.6
dg,c — q,bc,
dqod — q,bd.,
bab — bbq;
bg.c —beq,
bgd — bdq;,

odpovida pravidlim III

bgob — q,bb.
bq,¢ — q;bc, | odpovida pravidlim VII
bq,d — q,bd .

obdobné pro ostatni skupiny pravidel z pf. 6.1.6;

IIIL. q, - C,
Cch-C,
Cec - C,
Ccd-C,
bC - C,
cC - C,
dc - C,
C —e.

Ptijimajicimu vypoctu nad slovem cdc odpovida odvozeni

S = Aq,B =* cdcAcdcq B = cdcBcdiq,B =*
=* cdcbcdeqyb = cdcbcdq bb => cdchbeg dbb =
= cdchq,¢db* = cdcbeqdb* = cdcbbdq,bb =
= cdcb*dbq,b = cdch*dq b* = cdcb?q,b® =
= cdchqib* = cdcb?q,b® =

= ¢dchb?Ch® =* cdcC = cdc .
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Vyslovime jesté vétu, ktera uzavie charakterizaci jazykt typu O
pomoci Turingovych stroju.

Véta 6.1.9. Kazdy jazyk typu O je rozpoznatelny Turingovym
strojem.

Dukaz. Podrobny dikaz této véty je zdlouhavy, i kdyZ jeho
hlavni mySlenka je pomérné jednoducha. Spokojime se tedy s tim,
Jc popiSeme hlavni ideu dikazu.

Pro danou gramatiku ¢ = (1, Z, S, P) je moZné kaZdou deri-
vici S=o, =>a, = ...=a, = w, weX* zakodovat jako slovo
#S#o, #...#0a, #. Kazdou derivaci lze proto ztotoznit
n jistym slovem v abecedé IT U X U {#}. Je mozné sestrojit Tu-
ringiv stroj #, takovy, ze pfijima praveé slova typu # o # f #,
kde a, Be (T U Z)* a a =, B. Tento stroj je mozné modifikovat
tuk, ¢ vznikne stroj .#,, ktery pfijima pravé ta slova v abecedg
11,20 {#]}, kterd oznaluji derivace v gramatice 4. Konetn&
Iz¢ sestrojit stroj #, ktery nalevo od vstupniho slova w generuje
postupné (dokud vypolet neskonéi) viechna slova v abecedé
1o 2o {#}, potinaje nejkratiimi. (To miZze délat napf. tak,
¢ ztotozni slova v abeced® IT U Z U {#} s g-adickym zéapisem
el kde g = [IMu Z U {#}] — viz &l 7.2.) Pokazdé, kdyz takto
vypeneruje néjaké slovo, zkontroluje jako # ,, zda se jedna o de-
tiviei v gramatice . Jestlize ano, ovéfi, zda posledni ¢len deri-
viwe je w. Retéz w zlistava stale na pasce. V priznivém ptipads
prejde do koncového stavu a zastavi se. Jinak na misto dosa-
vidniho slova vygeneruje slovo nasledujici a pokraCuje stejnym
spiisobem. Je ziejmé, Ze popsany stroj piijima pravé jazyk L(%).

Dimledek 6.1.10. Jazyk je typu 0, pravé kdy? je rozpoznatelny
Luringovym strojem.

Disledek 6.1.10 zapada do $irSiho okruhu vysledki, které svéd¢i
ve prospéch tzv. Turingovy teze, o niz podrobnéji pojedname
v hap 7 Ukazuje také, Ze gramatiky typu O generuji pravé viechny
v 1ckurzivind spotetné jazyky, na n€z se vztahuje mnozstvi hlu-
hokyveh vysledki 2 podrobné rozpracované teorie rekurzivng spo-
cetnyeh mnoZin, Vynikajici monografii vénovanou tomuto té-
ntu e kniha |27 |

267



6.2. Algoritmicky nefesitelné problémy

V definici 6.1.4 jsme poZadovali, aby se pfi pfijeti slova Turingliv
stroj dostal do koncového stavu. Podle definice 6.1.1 neni z ta-
kového stavu dalsi pfechod definovan, a vypocet proto v oka-
mziku ptijeti konéi. U slov, ktera nejsou strojem pfijata, mohou
nastat dvé moZnosti:

a) stroj skonti vypocet, aniZ se dostal do koncového stavu;

b) stroj nikdy neskonéi vypocet.

Ma-li Turing®v stroj reprezentovat jisty jazyk L tak, Ze o kaz-
dém slové rozhodne, zda patii do L nebo ne, je pfirozené poza-
dovat, aby konstrukce stroje vylutovala moZnost b). To vede
k nasledujici definici.

Definice 6.2.1. Rekneme, ze Turingiiv stroj M rozhoduje jazyk L
v abeced® X, jestlize L = Z*, L = L(.#) a pro kazdé slovo we Z*
je vypocet stroje .4 nad w kone¢ny.

Jazyky rozhodnutelné Turingovym strojem nazyvame rekurziv-
nimi jazyky.

Pro vztah rekurzivnich jazyka (tj. jazykd rozhodnutelnych Tu-
ringovym strojem) a rekurzivné spocetnych jazyk (tj. jazykt roz-
poznatelnych Turingovym strojem) plati tato véta:

Véta 6.2.2 (Postova). Jazyk L = X* je rekurzivni, prdvé kdyz L
i 2* — L jsou rekurzivné spoCetné jazyky.

Poznamka 6.2.3. Zptisob, kterym uvedeme ditkkaz Postovy véty.
je obvykly v pokroéilejsich partiich teorie rekurzivnich funkci,
napf. v jiZz citované knize [27], a pfedpoklada u &tenafe dosta-
te¢né zvladnuti n€které konkrétni formalizace pojmu algoritmu.
Potom lze zadavat algoritmy nikoli jejich pfesnym popisem, ale
pouze voln&jSimi formulacemi, na jejichz zakladé& lze ptislusny
popis sestrojit. Pfitom je moZné soustfedit se na nejdileZit&;si
obraty a nezat€Zovat text detailnimi technickymi konstrukcemi.
Proto bude dtikaz prikazny jen pro Ctenafe, ktery je schopen
prevest algoritmy, o kterych budeme hovotit, do formalniho za-
pisu.

Ctenaitim, ktefi znaji néktery z univerzalnich programovacich
jazykd, mize pomoci, budou-li promyslet, jak by pfisluiny algo-
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ritmus naprogramovali. Ostatni se mohou s problematikou de-
tailngji seznamit napt. v kap. 6 a 7 knihy [20].

Dukaz véty 6.2.2. Jestlize .#, je stroj rozpoznavajici jazyk L
a M , stroj rozpoznavajici jeho doplné€k, pak stroj .# rozhodujici L
ziskame takto: pro kazdé vstupni slovo w bude .# simulovat
sttidavé vypocet 4, i .4, nad w. ProtoZe .#, a .#, rozpozna-
vaji komplementarni jazyky, pravé jeden z nich w pfijme. Zaru-
&ené tedy 4 po koneném poctu kroku ziska informaci, zda
we L, a podle toho vyda odpoved.

Obraceng, jestlize L je rekurzivni jazyk, pak existuje stroj .4
rozhodujici L. Tento stroj lze prohozenim role koncovych a ne-
koncovych stavi modifikovat na stroj rozhodujici, a tedy i roz-
poznavajici dopln€k jazyka L.

Véta, kterou nyni vyslovime, ukazuje, Ze existuje rekurzivné
spodetny jazyk, jehoZ dopln€k rekurzivné spocetny neni.

'Vita 6.2.4. Existuje rekurzivné spocetny jazyk, ktery neni re-
kurzivni. Jinymi slovy: existuje jazyk rozpoznatelny Turingovym
strojem, ktery neni rozhodnutelny Zddnym Turingovym strojem.

Poznamka 6.2.5. O uvahach, které pouzZijeme v dikazu véty
0.2.4, plati totéz, co jsme uvedli v poznamce 6.2.3 pred dikazem
Postovy véty. Porozuméni diikazu neni k pochopeni dalsiho textu
nutné. Uvadime jej zde zejména s ohledem na neobycejné silny
vliv, ktery méla véta 6.2.4 a jeji disledky na rozvoj Cetnych partii

moderni matematiky.
7.

Dikaz véty 6.24. Oznaéme symbolem M mnozZinu viech
Turingovych stroji, které maji abecedu {0, 1, b}. Lze ukazat, Ze

(a) kazdy stroj z M je mozné zadat jistym slovem v abecedé
0,1

Abychom ovéfili pravdivost tvrzeni (a), staci si uvédomit, Ze
mnoZiny stava stroji z M lze volit jako podmnoziny jisté spo-
cetné mnoziny Q = {gy, 4,, 4, -.-}. Kazdou instrukei stroje z M
j¢ mozné psat ve tvaru

(1) gy o g'N'd,
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kde
9,4 €Q, x,x€{0,1,b}, de {—1, +1}.

Kazdy stroj z M lze pak zapsat jako posloupnost instrukci
§i, # i, # ... #0§,

kde i; jsou tvaru (+)- Mizeme tedy kazdy takovy stroj zadat
jako jisté slovo v nekonecné abecedé

{§9 #’_’,O) l,b, _1, +1}UQ

Vsechny prvky této abecedy lze zakodovat v abecedé {0, 1},
napt. takto:

K(§) =101, K(#) = 1001,...,K(+1) = 10%1,

K(g) = 10°*1
pro i=0,1,.... Tim zpGsobem se tedy kazdému # eM pii-
fadi kod K(.#)e {0, 1}*. Navic pro toto kodovani ziejmé plati,

V49
(b) jazyk

Ly = {we{0,1}*; w = K(#) pro n&jaky stroj .# € M}

je rekurzivni.
Pro kazdé slovo we {0, 1}* Ize totiZ snadno rozhodnout, zda
je kddem K(u) n&jakého slova u v abeced

{§7 #,—*,Oa lab’ _1, +1}UQ

a jestlize ano, pak zda je u programem néjakého Turingova
stroje /.
Definujme jazyk L, < {0,1,2}* timto predpisem:

Ly = {K(#)2w; we {0, 1}*,
M eM a A skonéi po koneéném poétu krokd
vypocet nad w}.
O tomto jazyl‘(uw plati nasledujici tvrzeni, které uzavira diikaz véty.
Lemma é..i.ii%’Jazyk L, je rekurzivné spocetny, ale neni rekur-

zivni.
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Diakaz. () Ly je rekurzivng spoCetny jazyk.

Vzhledem k tvrzeni (b) lze pro libovolné slovo ve {0, 1,2}*
tozhodnout, zda je tvaru K(#) 2w pro n&jaké # e Ma we {0, 1}*.
I''o slova tohoto typu je pak moZné na zakladé kodu K(.#)
simulovat vypocet stroje .4 nad w. Jestlize vypocet skonéi, je v pfi-
fnto. Ctendf znaly nékterého formalismu pro popis viech algo-
ttmG s¢ muze presvédéit, Ze uvedeny postup lze ve zvoleném
lormulismu naprogramovat. Specialné existuje Turingiv stroj roz-
posnhivajici Ly,

V programatorské terminologii je vysledny stroj mozné speci-
likovat jako interpret programi pro stroje z M.

(11) L., neni rekurzivni.

Kdyby byl jazyk L, rekurzivni, byl by rekurzivni také jazyk

L, = {w; w = K(#) pro ngjaky # €M,
ktery ma navic vlastnost, Ze po kone¢ném poctu
krokii skonéi vypocet nad K(.#)} .
I'ro libovolné we {0, 1}* totiz plati toto:
wel,<>w2welL,.

Algoritmus pro rozhodovani jazyka L, bychom tedy snadnym
spivobem modifikovali na algoritmus rozhodujici L,. Abychom
overili tvrzeni (II), stadi tedy dokazat, Ze L, neni rekurzivni.
Dikaz. provedeme sporem.

Kdyby byl L, rekurzivni, byl by podle 6.2.2 rekurzivni také
jcho doplngk L, = {0, 1}* — L,, a tedy také jazyk

L, = {w; w = K(4) pro n&jaky .# €M
a vypotet .# nad K(#) je nekonetny}
by byl rekurzivni, nebot pro libovolné we {0, 1}*
wel, < wel &wel,.

Alporitmus rozhodujici L, bychom ziskali rozhodovéanim pfi-
slusnosti slova k Ly a L, Z predpokladu rekurzivity L, jsme
odvadili rekurzivitu L . Budiz tedy .# Turingdv stroj rozho-
dwjici L. Stroj # mize mit kromé symbola {0, 1, b} jesté ko-

neg”
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necny pocet dalSich pracovnich symboli. Podobnym obratem
jako pfi zavedeni kodovani K lze zakédovat abecedu stroje .4
pomoci jistych k-tic symbolir z {0, 1}. Stroj .# pak lze transfor-
movat na jisty .#'eM rovnéz rozhodujjci L., Tento stroj je
mozné dale modifikovat na jisty stroj .# €M tak, Ze pro libo-
volné we {0, 1}*

M skonéi vypotet nad w <> ' piijima w<>we L-
Z vlastnosti .4 pak plyne, Ze
M skongi vypocet nad K(.4) <> K(M)e L

neg *

Podle definice jazyka L __,, ale

neg?®
K(#)eL,, <> M neskon&i vypolet nad K(.A).

Tim jsme dospéli ke sporu. Jazyk L, tedy neni rekurzivni.
Skute¢nost, Zze L, neni rekurzivni, byva zvykem struéné vy-
jadtfovat touto formulaci:

Fakt 6.2.7. Problém zastaveni Turingova stroje je algoritmicky
nerozhodnutelny.

Tento fakt slouzi jako vychodisko pro dokazovani algorit-
mické nerozhodnutelnosti dal§ich problémi, na néZ je problém
zastaveni preveditelny. Jestlize se totiz podaii dokazat, Ze z algo-
ritmické rozhodnutelnosti néjakého problému P by logicky vy-
plyvala algoritmicka rozhodnutelnost problému zastaveni Turin-
gova stroje, je podle 6.2.7 i problém P algoritmicky nerozhod-
nutelny. V nasledujici vét€¢ ukaZeme velmi jednoduchy ptiklad
prevedeni jisttho problému na problém zastaveni Turingova
stroje.

Véta 6.2.8. Neexistuje algoritmus, ktery by pro libovolny Tu-
ringiv stroj M €M a slovo we {0, 1}* rozhodoval, zda w je pFi-
jimdno strojem M .

Dukaz. Existuje algoritmus «, ktery ke kazdému Turingovu
stroji # € M zadanému kodem K(.#) sestroji kod K(4#) stroje
M €M definovaného takto: jestlize

,4? = ((292:95a‘]0a}:)3
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potom

A =(Qu g} 2.8, 90 {as)),

ke ¢, je nove pridany stav nepatiici do Q a &'(q, x) = (g, x, +1),
jwhmile 8(q, x) neni definovana. V ostatnich pfipadech se &’ rovna
N Zrejme plati, Ze pro libovolné slovo we {0, 1}* M ptijima w,
pave kdy? .# skonéi vypocet nad w.

Kdyby tedy existoval algoritmus # rozhodujici pro libovolny
wio) . # a w, zda # piijima w, potom by bylo mozné algorit-
mivhy rozhodovat problém zastaveni Turingova stroje takto:
o zndane #eM a we{0,1}* by se pomoci algoritmu o/
nentiojil stroj .4 a pomoci % by se rozhodlo, zda .4 ptijima w.
Him by bylo zji§téno, zda .# se nad w zastavi, nebot .# se za-
utuvi nud w <> A prijima w.

Obdobnym zpisobem se dokazuje algoritmicka nerozhodnu-
telnont (zv. Postova korespondenéniho problému, s nimZ se nyni
sesniimime a kterého se s vyhodou vyuZiva pfi dikazu neroz-
hodnutelnosti nékterych problémi z teorie formalnich jazyki.

o T

Aava o
Definice 6:29. Postovym korespondenénim problémem (PKP)

budeme nazyvat kazdou dvojici

(A, B,
ke

A=u,uy. .U, B=v,0,,..,0,

mondjukeé n=>1 a
+
Wyyoon Uy U,y U, €X

o néjakou abecedu X
Rekneme, 2¢ PKP (A4, B) md FeSeni, jestlize existuji indexy
. i, tak, Ze

I <i..ii<n
W MU =00, LD

LR bl s i iy
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Priklad 6.2.10. PKP {4, B) zadany tabulkou

A B
1 1 10
2 1 1100
3 001 0
4 0 110

mé napf. feSent 331324:
Uzu Uy, u, = 001001100110 = v,v50,040,0, .

Avsak napt. PKP (C, D) zadany tabulkou

C D

1 001 0
2 1 001

feSeni nema. Kdyby totiz feSeni mél, zaCinalo by nutné prvni

dvojici: 001, protoze druha dvojice se li§i v prvnim symbolu.
0

Po tomto vynuceném zacatku neni moZné pokraCovat druhou

dvojici: 0011, protoze u tfetiho symbolu zacina neshoda. Zbyva
0001

jen pokraCovani prvni dvojici: 001001, které uz nelze dale pro-

00
dlouzit, protoZze ob€ slova v seznamu D zafinaji symbolem O.

Pro dva konkrétni problémy se nam v pfedchozim pfikladu
podaftilo rozhodnout, zda maji FeSeni. Jednoduchost formulace
ulohy miZze svadét k domnénce, Ze existuje metoda, jak pro kazdy
PKP rozhodnout, zda ma feSeni. Takova domnénka je vSak ne-
spravna.

Véta 6.2.11. Neexistuje algoritmus, ktery by pro kaidy PKP
rozhodoval, zda md ¥eSeni.
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IPodrobny dikaz této véty je pomérné dlouhy a lze jej nalézt
napt v | 20]. Spogiva v prevedeni problému zastaveni Turingova
atioje ni problém teSitelnosti PKP. Je totiz moZné sestrojit algo-
Himun ., ktery na zaklad€ kodu libovolného Turingova stroje #
(vis dtiknz 6.2.4) a vstupniho slova w sestroji PKP (4 , ,, B, >,
htery mh Fefeni pravé tehdy, jestlize # provadi nad w koneény
vypocet. Kdyby tedy existoval algoritmus 4 rozhodujici Fesitel-
nowt PK P, bylo by moZné rozhodovat problém zastaveni Turin-
povi Mroje takto: A se zastavi nad w, pravé kdyz algoritmus %
wel, 2 PKP <4, ,B, > ziskany pomoci algoritmu &/ méa
feRent. IProto podle 6.2.7 algoritmus # nemuzZe existovat.

Vyrnum vety tkvi v tom, Ze problém feSitelnosti PKP se po-
mdine snadno prevadi na fadu problémi z teorie formalnich ja-
vk, ¢imZ se dokazuje jejich algoritmicka nerozhodnutelnost.
Prikladem je nasledujici véta.

Vit 6.2.12. Neexistuje algoritmus, ktery by pro libovolné dvé
I zhontextové gramatiky 4, 9, rozhodoval, zda

1(¢)nL(%,)=09.

Diakuz. Predpokladejme, Ze takovy algoritmus existuje. Staci
ukiazat, ¢ bychom tohoto algoritmu mohli pouzit k rozhodovani
Tekitelnosti PKP.

Bud (A, B) libovolny PKP, 4 = u,,..,u,; B=v,,...,v, Zvol-
me libovolng nové pfidané symboly a,, ..., a,, které se nevysky-
tugl v 2idném u; ani v;. Dale sestrojme bezkontextové gramatiky

IIA

%, S—>uSa|ua;, 1 <i<n,

Wy S vSa;|va;, 1 i

1A

n.

I'otom <4, B) ma teSeni, pravé kdyz L(%,) N L(%,) # 0. Jestlize
tot

Wyl @ G =05 .00, .. a; €L(%,) 0 L(%)

pro ndpkd i, L0 a ji, ..., j, musi nutn€ byt r =5 a i, =j,
pro veechna m, 1 < m < r. To plyne z toho, Ze se v obou ¢astech
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musi rovnat druhé Casti slov tvofené symboly q,. JelikoZ se ale
musi rovnat i prvni ¢asti slov, je nutné

uw, ...u, =0, ...0;

31 ir iy iy
a (A, B) ma teSeni.
Obraceng, jestlize (4, B) ma feSeni i, ..., i, je
.a;, €L(%,) N L(%).
Podobné se fefitelnost PKP pievadi i na feSitelnost dalSich

problémii. Nasledujici véta je vyétem nékterych z nich. Dtlikaz
viech tvrzeni této véty je mozné najit napf. v knize [20].

Uy . UG .0 =0 0,0,

Véta 6.2.13. Nadsledujici problémy jsou algoritmicky nerozhod-
nutelné:

1. Pro libovolnou bezkontextovou gramatiku % = (II,ZX, S, P)
rozhodnout, zda L(%) = Z*.

2. Pro libovolnou bezkontextovou gramatiku %, a reguldrni gra-
matiku %, rozhodnout, zda L(%,) = L(%,), resp.

3. rozhodnout, zda L(%,) 2 L(%,).

4. Rozhodnout pro libovolné bezkontextové gramatiky %,, 9,,
zda L(%,) = L(%,), resp.

5. rozhodnout, zda L(%,) 2 L(¥,), resp.

6. rozhodnout, zda L(%,) N L(%,) je bezkontextovy jazyk.

7. Rozhodnout pro libovolnou bezkontextovou gramatiku, zda
m je bezkontextouvy jazyk, resp.

8. rozhodnout, zda L(%) je reguldrni jazyk, resp.

9. rozhodnout, zda gramatika ¥ je viceznacnd.

10. Rozhodnout pro libovolné dva deterministické zdsobnikové
automaty M, M ,, zda L(M )" L(#,) = 0, resp.

11. rozhodnout, zda L(# ) L(#,) je bezkontextovy jazyk,
resp.

12. rozhodnout, zda L(# )L L(#,) je deterministicky, resp.

13. rozhodnout, zda L(M,) = L(M,).

14. Rozhodnout pro libovolnou kontextovou gramatiku, zda

L(%) = 0.

Poznamka 6.2.14. Je zajimavé srovnat tvrzeni 1 a 14 pfedchozi
véty s v€tou 4.1.4, podle které lze pro kazdou bezkontextovou
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pramatiku rozhodnout, zda generuje prazdny jazyk. Podobné
tvizeni 2 a 4 kontrastuji s pf. 2.2.14, podle kterého lze rozhod-
nout rovnost regularnich jazyka.

/n sminku také stoji, Ze i kdyz podle tvrzeni 3 nelze pro libo-
valny berzkontextovy jazyk L a libovolny regularni jazyk R roz-
hodoval, zda L 2 R, je opatna inkluze L < R snadno rozhod-
nutelnd, Je totiz L<R<>LnR =0 a LNR je podle 45.10
herkontextovy jazyk, a tedy lze rozhodnout, zda je prazdny.

ROZSIRUJICT CAST
0.\, Nerozhodnutelnost pfislusnosti k LR a LL gramatikam

I R o L1 jsou podle vysledkd kap. 5 dilezitymi podtiidami bez-
kontextovych gramatik umoziiujicimi deterministickou syntak-
tfickou unalyzu zdola, resp. shora. Podle vysledk ¢l. 5.4 a 5.6 je
mo2né pro libovolnou bezkontextovou gramatiku ¢ a pfirozené
“Ivo k algoritmicky rozhodnout, zda je LR(k), resp. LL(k). Obec-
nejkl otiizka je, zda dana gramatika je LR(k), resp. LL(k) viibec
pro néjuk¢ k. K odpovédi na tuto otazku ziejmé algoritmy z €l.
A4 1 5.0 nestadi. Pomoci nich miZeme napf. testovat, zda je dana
gromatika LR(k) postupng pro k = 0, 1,2, ... atd. Jestlize grama-
fikn je skuteéné LR, dospéjeme po kone€ném poctu kroki k vy-
sledhu, Pokud v8ak gramatika neni LR, bude testovaci proces
probihat do neckonecna. Vysledky kap. 5 tedy nechavaji otazku,
#dn prislugnost k LR, resp. LL gramatikam je algoritmicky roz-
hodnutelnd, otevienou. V tomto ¢lanku zminé€nou otazku zodpo-
vime ziporné,
Nepprve zavedeme dva pomocné pojmy.

Definice 6.3.1. Korespondenénim systémem nazveme kaZzdou
dvoper <A, B), kde A =u,,..,u,; B=v,,..,v, pro n&aké
n | oaoneprizdna slova u, ..., U, Uy, .. 0,

lesth?e u, ¢ jsou libovolna dvé slova, z nichZ jedno je pre-
Iem (pocatednim Gsekem) druhého, a jestlize existuji indexy
f,. ., takove, ¥e jedno ze slov

L (TP TR AE N
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je prefixem druhého, potom fekneme, ze (A, B) prodluzuje dvo-
jici (u, v) na (x, y).

To znamena napfiklad, Ze PKP se zadava korespondenénim
systémem a ma feSeni, pravé kdyz pfislusny systém prodluzuje
dvojici (e, ) na n&jakou dvojici (u, u), kde u je neprazdné.

Pro vsechny dalsi vysledky v tomto ¢lanku i napf. pro dikaz
nerozhodnutelnosti PKP méa rozhodujici vyznam mechanismus,
kterym lze pomoci korespondencénich syst¢émid a prodluZovani
dvojic slov simulovat vypocet Turingova stroje. Tento mechanis-
mus nyni popiSeme.

Definice 6.3.2.'Necht # = (Q, X, 3, q,, F) je libovolny Turin-
glv stroj a #, @ dva nové pridané symboly. Definujme kores-
pondenéni systéem & (M) = (C ,,D ,> takto:

C./lt DJ{
1. | ®@a ae pro viechna
aeXu {#},
II. | @eg@a Aeqe jestlize
5g.a) = (¢, a, +1),
III. | eqe@ # AI0JO#@ jestlize
d(a,b) = (¢ a', +1),
IV. | @c®egq®@a JecO®d® jestlize
8(g,a) = (¢, d, —1),
V. | @c0q@®# JO®cO0d®#® jestlize
8q,b) = (q.d, - 1),
VI. | @e#@q@a #0qdO0b@d @  jestlize

5(‘]’ a) = (q,’ a, — 1) .

Radky v tabulce reprezentuji vzdy cely systém dvojic dany pod-
minkami vpravo, v nichz vZdy qeQ, a,ce2 a be X oznacuje
prazdny symbol.

Pro nékolik dalsich odstavci se domluvme, Ze pro libovolny
fetéz w = d,d, ... d, (kde d, jsou symboly abecedy) budeme fetéz
d,@d,®...@d, oznacovat symbolem W.
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Lesmmn 6.3.3. Necht K, je libovolnd konfigurace Turingova
e & au m";'aké slovo. Potom plati tato dvé tvrzeni:

| destlize K, je konfigurace stroje M takovd, Ze K|+ , K,,
k- horespondencni systém & (M) prodluzuje dvojici

mau#K #e@)
e dvofled

e ‘/-\_”,
WK, #.u# K, #K, # @).

) Jestlize ' () prodluzuje dvojici

(W# u# K, #@)

na nefakou doojici

(u# z,.u # K, #@®2z,)
fihovon, e
|"'|| 2 l.Kl #l’

potom @ K, # je poldtecnim usekem z,, existuje (jedind) konfi-
TNN——

uurace K, takovd, ze K+ 4, K,, K, # ® je pofdtecnim usekem

e — ——
Soulug K, #, u#K, # K, # @) je prodlouzenim
(0 #.u # KT# o).

I'to vetsi piehlednost budeme slozky dvojic zapisovat pod sebe.

Dikaz. 1. Budiz K, = x,cqax, pro néjakd x,,x,el*,
aoee Xulel a geQ anecht napt. d(g,a) = (¢, a’, —1). Potom
pountim dvojic typu I z & () (viz 6.3.2) je mozné dvojici

u#,
U#0X 0c07000X,0# @
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prodlouzit na
u#@x,
U#@X,0c07000%,0#0X @®.

Pouzitim vhodné dvojice typu IV (resp. V, pokud a = x, = e,
resp. VI, pokud x, = ¢ = ¢) tuto dvojici dale prodlouzime na

U# 0% 0cO®q®a,
U#@X, 0c07010%,0#0X, 070cO0I®

a opétovnym pouzitim dvojic typu I dostaneme definitivné

—~
u#Kl#,

— ~___
u# K, #K,# @,
kde
K, = x,q'cax, .
Analogicky pfi kroku s pohybem hlavy doprava.

2. Ma-li se prvni slovo prodlouzit o délku |@ K, #|, musi to
T ~——

byt o odpovidajici usek druhého slova, tj. o @ K, #. Jestlize
K, = x,cqax,, potom z tvaru & (#) je zfejmé, Ze dvojici

(u#, U#0%, 000105, 0 # @)

lze v prvni fazi (odpovidajici %X,, popfipadé ;Tc) prodluZovat
pouze dvojicemi typu I. ProdlouZit prvni slovo o usek odpovi-
dajici g lze pouze za pouziti dvojice typu II az VI. Ptislusnou
dvojici lze nalézt, pouze kdyz existuje konfigurace K, takova,
ze K, ,K,. Jeji volba je pak jednoznatna diky tomu, ze .#
je deterministicky stroj.

Naslednym doplnénim prvniho slova dvojicemi typu I na

T N~—

TN
u# K, # se ve druhém slové doplni zbytek fetézu K, # @.

Poznamka 6.3.4. Z piedchoziho lemmatu je§té neni ziejmy
vyznam prokladani slov symbolem @. Lemma by platilo, i kdy-
bychom v ném a v definici 6.3.2 vypustili vSechny vyskyty @.
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Niiyal ruvedeni tohoto symbolu vysvitne az z nékolika nasledu-
Pt dknzd,

Defnlee 6.3.5. Necht .# je libovolny Turingliv stroj a w libo-
volne slovo. Oznacme

Cy Unh.ou Dy=v,..,0,
hile
CCDY = (M)

{vis 0 V.2), Potom korespondenéni systém
(A, w) = C oo Do

elinujome takto:

C.lt,w D./(,w
T NN——
| # # bgow # @
2 u, v,
3 U, v,
noi ol u, v,

lLemma 6.3.6. Necht M je libovolny Turingiiv stroj a w libo-

rolny Fetez. Potom tyto dvé podminky jsou ekvivalentni:
I Vypocet .# nad w je nekonecny.
) Ke kazdému n = 1 existuji slova u, v takovd, Ze

n << min'(|u, |v])

i (n.v) je prodlouzenim dvojice (e,e) pomoci korespondencniho
sestén (M, w).

Ditkaz. 1= 2: Jestlize existuje nekonecna posloupnost kon-
hguraci
bgow =K, - K, F,KiF ...,

potom dvojici (e, e) lze pomoci prvni dvojice z &, (#, w) pro-
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T N~
dlouzit na dvojici (#, # K, # @) a tuto dvojici je mozné podlc
lemmatu 6.3.3 neomezené dale prodluZovat.

2 = 1: Kazdé prodlouzeni dvojice (e, ¢) musi za¢inat prvni dvo-
jici systému & (4, w), protoZe vSechny ostatni dvojice se lisi
prvnimi symboly (poprvé vyuZivime @!). Dale uZ se tato dvojice
nikdy neuplatni. Vznikla dvojice a kazdé jeji prodlouZeni pomoci
dvojic 2 az n + 1 se totiz vyznacuji tim, Ze druhé slovo dvojice
kon¢i na @, zatimco prvni kon¢i na symbol rizny od @ a v ta-
kové situaci nelze dvojici 1 pouZit.

Kazdé prodlouZeni (e, e) je tedy prodlouzenim

o~
(#, # bgow # @)

pomoci dvojic 2 aZ n + 1, tzn. pomoci systému &, (#). Jestlize
existuje libovolné dlouhé takové prodlouzeni, potom podle 6.3.2
existuje nekone¢na posloupnost konfiguraci

bgow b 4, Ky b 4.

tzn. vypocet .# nad w neskondi.

Véta 6.3.7. Neexistuje algoritmus, ktery by pro kaZdou bezkon-
textovou gramatiku rozhodoval, zda je to LL gramatika.

Dukaz. Prevedeme problém zastaveni Turingova stroje na
problém pfislusnosti k LL gramatikam. Tim bude podle 6.2.7
véta dokazana. K libovolnému Turingovu stroji # a slovu w
sestrojme podle 6.3.5 korespondencni systém

yl('/”’ W) = <C‘,ﬂ‘w, D.lt.w> .
OznaCme
C‘/ﬂ.w = Xy een Xy D./I{.w =Visers Vn-

Budte a, ..., a, nové pfidané, vzajemné riizné symboly. Sestrojme
gramatiku ¢ , -

S —aSA; provSechnai, 2<i=<n,

S —»a,A,,
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Ay

} pro vechna i, 1 £ i< n.
A v

N, 4,. .A, jsou neterminaly, S je poCate¢ni symbol.
{Ikh?ome, Y¢ tato gramatika je LL, pravé kdyZz pro né&jaké n
nesituje 20dné prodlouZeni (u, v) dvojice (e, €) systémem

(AW,

hw¢ by splitovalo podminku n < min (|u], [v]). To podle 6.3.6
ule snnmenat, %e ¢, |, je LL, pravé kdyz vypocet # nad w
j¢ konotny. Problém zastaveni Turingova stroje tak bude pre-
veden nn problém pfislusnosti k LL gramatikam.

Vaochna S-pravidla gramatiky 4, ,, se lisi jiz prvnim symbo-
lem, ktery je ve vdech pripadech terminalni. RovnéZ A4 -pravidla
we pro viechna i 2 2 1i8i jiz v prvnich symbolech, které jsou opét
tetminhiini, nebot podle 6.3.2 a 6.3.5 pravidla 4; — x; (pro i = 2)
/méinuji symbolem @, zatimco pravidla 4, - y; (i 2 2) zaCinaji
symbolem riznym od @.

VRechna S-pravidla a viechna A,-pravidla pro i = 2 tedy vy-
hovuji u? podminkam pro LL(1) gramatiky. Z toho plyne, Ze se
sl Noustredit na dvojici pravidel

A = x,,
A -y,
VRechny vétné formy, ve kterych se pti levé derivaci objevi 4,

INou prave fetézy tvaru

(*) ap oapa A AL A

-

pro libovolna 2 £ 4,,..,i, = n, r20.
‘Tukovy Fetéz lze dale pfepsat na terminalni slovo tvaru

(+*) Wy o dyW W W,

tr

hde pro kazde j 2 1 je w; = x; nebo w, = y,.
/e je ticba upozornit na dileZitou vlastnost slov x; a y; (viz
6 32) Jestlize se totiz v (x) pfepiSe néjaky neterminal A, pra-
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vidlem typu A, — x; a bezprostiedn& nasledujici neterminal A;
pravidlem typu A; — y;, projevi se to na pfisluSném misté slova
(#*) vyskytem dvou sousedicich symbold riiznych od @. Jestlize
naopak dvojici 4;4; prepiSeme pravidly typu 4, - y, a 4; - x,
projevi se to ve slové (x*) vyskytem dvojice @ @. (To je dalsi
davod, pro¢ jsme zavedli ® — viz poznamku 6.3.4.)

Gramatika ¢ , , neni LL, jestlize pro kaZzdé k lze nalézt indexy
iy, ... i, takove, Ze

k(xyw), ... wh) = k(y,w} WP,

kde kazdé w}j a wfj je rovno bud x;, nebo y; . Na zakladé pred-
chozi uvahy se staCi omezit na pfipad

(***) k(xlxiz xi,) = k()’l)’iz .Vi,)~

V ostatnich pfipadech je mozné z prvniho vyskytu dvojice ® @
(resp. dvojice symbol@ riznych od @) usoudit, Ze ve slové je
wy =y, (resp. w, = x,).

Pokud pro kazdé k existuji i,,..,i, tak, Ze plati (x**), zna-
mena to, Ze systtmem (.4, w) lze dvojici (e, e) libovolné pro-
dlouzit, tzn. (podle 6.3.6) vypodet stroje .# nad slovem w je
nekonecny.

Souhrnné teCeno, ¥ , , neni LL, pravé kdyZ .# se nad w ne-
zastavi. Tim je dikaz dokoncen.

Nerozhodnutelnost pfislusnosti k LR gramatikam dokazeme
pomoci vysledku o nerozhodnutelnosti tzv. problému Castecné
korespondence.

Definice 6.3.8. Problém cdstecné korespondence (PCK) zada-
vame libovolnym korespondenénim systémem & = (C, D). Rek-
neme, ¢ PCK (C,D) md Feseni, jestlize dvojici (e, e) lze systé-
mem & libovolné prodlouzZit, tzn. jestlize ke kaZdému &islu n = 0
existuje prodlouZeni (u, v) dvojice (e, €) pomoci & takové, Ze

n < min (|u], |v]).
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Priklad 6.3.9. PCK (4, B) zadany tabulkou

A B
01 011
10 01

mh z¥ejmé feSeni, nebot pro libovolné €islo p > 1 staci vzit po-
sloupnost indexd 1,2,2,...,2 délky p, abychom dostali pro-
dlouZeni

u uu, ... u, = 011010...10,

v,v,0,...0, = 0110101...01.

Priklad 6.3.10. PCK (4, B) zadany tabulkou

A B
1 bba bb
bab abaa
3 ab abb

feReni nemd, jak miizeme zjistit rozborem téchto pfipadi:
I. Ka?da posloupnost indexid zacinajici indexem 2 vede na
vojici slov

bab ...,

abaa ...,

kterh we ligi u2 v prvnim symbolu.

! Posloupnosti indext za€inajici 1, 1,... vedou na slovo liSici
we iy 3. miste, posloupnosti 1,2, ... vedou k neshod€ na 6. miste,
posloupnosti 1,3, ... vedou k neshod€ na 4. misté.

t 1) posloupnosti za¢inajicich 3, 1, ... nastane neshoda v 5. sym-
b, posloupnosti 3,2, ... vedou k neshodé nejpozdéji na 7. misté
(v pemloupnosti zaginajicich 3,2, 3, ...), u posloupnosti 3,3, ... na-
atwie neshoda na 3. misté.
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Véta 6.3.11. Neexistuje algoritmus, ktery by pro kazdy PCK
rozhodoval, zda mad Fe3eni.

Dikaz. Pro libovolny Turingtv stroj .# a slovo w ma PCK
zadany systémem

cVl('/”’ w) = Costowr Do ?

(viz 6.3.5) feseni, pravé kdyZz vypoCet .# nad w je nekonecny
(podle 6.3.6). Problém fegitelnosti PCK je proto podle 6.2.7 ne-
rozhodnutelny.

Véta 6.3.12. Neexistuje algoritmus, ktery by pro kaZdou be:-
kontextovou gramatiku rozhodoval, zda je to LR gramatika.

Dukaz. Pfevedeme PCK na problém piislusnosti k LR gra-
matikam, ¢imZz bude podle 6.3.11 véta dokazana.

Budiz {(4,B),kde A = u,,..,u,aB=v,,..,v, kdeuy,v,eX",
libovolny PCK. Zvolme n novych vzijemn& riznych symboli
a,, ..., a, a sestrojme bezkontextovou gramatiku ¥ ,:

S—>A|B,
A - aAu;|au; prokazdéi, 1 <i<n,
B—»ati,.laiv,. prokazdéi, 1 i< n.

UkaZzeme, 7 9, je LR, pravé kdyz PCK (4, B) nema feseni.
Zvolme libovolné k = 1 a uvazujme, jak vypada k-polozkovy
automat pro ¥ . Zjistime, v kterém pfipadé dochazi v n€jakém
stavu automatu ke kolizi mezi dvéma polozkami, plsobici, Ze
% . neni LR(k).

Pocatecni stav tohoto automatu je tvofen k-polozkami

S > . Ae,

S - .B,e,

A — .g,Au, e

A — .au,e |pro viechna i,
B —» .aBv,e [l Sisn.

B - .av,e

i
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/ tohoto stavu lze piejit jednak vstupy A, resp. B do stavl
[¥ + A, e}, resp. {S— B,e}, které jsou bez kolizi, jednak na
eikld® slov typu a; ...a, (r k) do stava tvofenych k-po-

ir

W7 kimi
A a Aug,k(u, | .ouy),
A-a v,k o),
B —a, By, k(v _, ...v;),
B—a v, kv,  ..v),

(+)

14~ aAu, k(u, ... ;)
A - au, k(u, ...w;) | pro viechna j,
B — .aBv,ky, ..v,)[1Zj<n.

B > .ap, kv, ...v,)

lyto stavy jesté neobsahuji Zadnou uplnou k-poloZzku a nedo-
¢hiizi v nich ke kolizim. Z kazdého stavu typu () se na zakladé
symbolii a; pfechazi opét pouze do stavd typu (*), ponévadz libo-
volne u, ...u; , resp. v, ...v; uzma delku alespon k. Na zaklade 4
wo z¢ stavd () pfechazi do stavi typu {4 - a,4 w,,...}. Kazdy
¢ t&chto stavi i v8echny stavy z nich dosazitelné obsahuji nej-
vyRe jednu polozku, a nevznika v nich proto kolize. Podobné je
tfomu u pfechodu z () pomoci symbolu B. Kolize tedy mohou
venikat nejvyse ve stavech, do nichZ se lze ze stavii typu () dostat
nn zhklade fetézd symboli z abecedy 2. Tyto stavy jsou bud
prizdné mnoziny, nebo jsou tvofeny dvojicemi k-polozek tvaru

(s) {A - au; .,k ... u;)
B - ap} v} k(u, ... u)

pro ntjaké r <k, 1 <i,,...i, = n, kde
1,2 1,2 1 __ .1
ujuj =u;, VU =0V, a u; =U0;.

PoloZka typu (xx) obsahuje kolizi (viz 5.4.7), pravé kdyz

(1) ui = e a klu, ...u;) = k(viv, ...v,)
nebho
() v} =eakl, ..v,) = k(uju, ...u ).
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To oviem nastane pravé tehdy, kdyZ pro

s =k + |u}| = k + min (|u}, |v)
je

(k) S(“j“i,m“il)~= S(vjvi,.“'vil)'

Z toho je vidét, ze pokud {4, B) nema feSeni, budou pro dosta-
te¢né velké k vSechny stavy k-polozkového automatu bez kolizc
a %, je LR(k). Obraceng, jestlize {4, B) ma teseni, najde se pro
kazdé k takova (r + 1)-tice indexd (r < k) i,...,i,j, Ze budc
splnéna podminka (x*x), tzn. pfislu§ny stav (x*) obsahuje kolizi,
tj. 4,5 neni LR(k) pro zadné k.

6.4. Vypoltova sloZitost

Na otazku, zda urcity problém je algoritmicky FeSitelny, je mozné
navazat dalsi otazkou: jestlize uz problém algoritmicky Fesitelny
je, je reSitelny n€jakym prakticky pouzitelnym algoritmem?
I kdyz totiZ z hlediska Gvah o algoritmické feSitelnosti je za-
sadni rozdil mezi vypottem, ktery skon¢i pro provedeni 100!°°
operaci, a mezi nekoneCnym vypoctem, je v perspektivé praktické
pouzitelnosti takovy rozdil spiSe akademicky.

Z usili podrobnéji rozliSit algoritmicky feSitelné problémy na
problémy vice ¢i méné prakticky zvladnutelné vyrostla tzv. teorie
vypocétové sloZitosti. PopiSme alesponi v zakladnich rysech me-
todu, ktera se uziva pfi klasifikaci problémt z hlediska sloZi-
tosti. Pro jednoduchost a také v souladu se zaméfenim této knihy
se omezime na jediny typ problémi — rozpoznavani jazykd.

SlozZitost problémi se vzdy testuje vzhledem k jisté pfedem
zvolené tfidé S vypoetnich prostiedkd (abstraktnich modeld
pocita&d, Turingovych strojt, kombinaénich siti apod.). Pro tuto
tiidu S se dale zvoli jista mira sloZitosti vypocti M, ktera kaz-
dému vypoctu ¢ libovolného stroje .# € S nad libovolnym vstup-
nim slovem w pfifadi jisté prirozené &islo M(4,w, c). Nejob-
vyklejsimi pfiklady takovych mér je doba trvani vypoctu c stroje
M nad w (poet vykonanych operaci) nebo napf. mnoZzstvi pa-
méti pouzité pfi tomto vypoctu.
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Pio nedotorministické stroje je pak definovana sloZitost pFijeti
shiwi w sirojem . # €8S takto:

M, (.#,w) = min {M(A, w, c); c je ptijimajici vypodet
stroje .4 nad w}.

V pripide, e .# neptijima w, neni M, (.4, w) definovano. Pro
deterministické .# je prosté

M, (.#,w) = M(A,w, c), jestlize .# ptijima w
vypoctem c,
M,(.#.w) neni definovano, jestlize .# nepfijima w.

Jentli2e f je libovolna funkce z mnoziny ptirozenych Cisel do
mnndiny plirozenych Gisel a .4 je stroj prijimajici jazyk L, fika-
W, 2o stroj A pFijimd jazyk L s M-sloZitosti nejvyse f, jestlize
o kndde we L oje M, (4, w) < f(|w]).

V tomto smyslu se napi. fika, Ze urity Turingiv stroj roz-
‘pomivi symetrii slov s kvadratickou &asovou sloZitosti, tzn.
hu2di nymetrické slovo délky n ptijme b&hem nejvyse n* krokd.
Limto zpiisobem je tedy vyjadiovana sloZitost jednotlivych algo-
timil (strojii). Zcela ptirozeng lze piejit ke stanoveni sloZitosti
jwrykit vzhledem ke zvolené tiidé S a mife sloZitosti M.

Rikime, e jazyk L md M-sloZitost nejvyse f, jestlize existuje
# ¢ S rozpoznavajici L s M-sloZitosti nejvyse f.

V tomto smyslu je tfeba rozumét napi. tvrzeni, Ze kazdy kon-
textovy jazyk je na nedeterministickych Turingovych strojich
rozpoznatelny s linearni prostorovou slozitosti. To znamena, ze
he hu2dému kontextovému jazyku L existuje nedeterministicky
Tunmgiv stroj . a konstanta ¢ > 0 tak, Ze kazdé slovo we L
j¢ strojem .# piijato néjakym vypoctem, ktery nepouZije vice nez
¢|w| policek pasky. .

Teoric vypoctové slozitosti zaznamenala v uplynulych letech
pozoruhodny rozvoj. Diky ni se podafilo najit efektivnéjsi me-
tody Feseni mnoha dileZitych problémi nebo naopak prokazat,
»e dany problém je natolik slozity, Ze jej v praxi nelze v plné
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obecnosti zvladnout. Podrobngjsi vyklad celé problematiky jc
mozné najit napf. v knize [2].

Teorii formalnich jazykd nabizi studium vypoctové slozitosti
moZnost klasifikovat jazyky z hlediska jejich sloZitosti (o tom je
pekna uvodni partie napf. v knize [20]).

Okruh otazek probiranych v této knize vyzaduje alesponn se
zminit také o uZite¢né moZnosti charakterizovat generativni (resp.
rozpoznavaci) silu ur¢itych typd gramatik (resp. automatd) v ter-
minech vypoctové slozitosti.

Dilezity a patrné nejstarSi priklad poskytuje tfida kontexto-
vych gramatik. Ze v8ech tfid Chomského hierarchie byla pravé
pro kontextové jazyky nejpozdéji nalezena odpovidajici automa-
tova charakterizace. Zatimco u ostatnich tfid byly pfislusné typy
automatii (kone¢né automaty, zasobnikové automaty, Turingovy
stroje) specifikovany pomoci typu paméti a zpisobii ptistupu
k ni, cozZ je postup pro teorii automatii typicky, u kontextovych
gramatik se automatovy protéjSek podafilo nalézt aZ s pouzitim
omezeni slozitosti vypoc€td. Vysledkem je nasledujici véta, jejiz
diikaz lze nalézt napf. v knize [20].

Véta 6.4.1. Jazyk je kontextovy, pravé kdy? jej lze rozpoznat
nedeterministickym Turingovym strojem s linedrnim prostorem.

Jinym dulezitym ptfikladem automatové charakterizace tfidy
jazykt urcité slozitosti jsou tzv. vicehlavé dvousmérné zasobni-
kové automaty. Kazdy takovy automat sestava z konecné fidici

L w ]

@K - >
ce e

kqﬂccl‘/m'
ridict
Jedanotka

.

zasobnik

L | Obr. 46
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jwlnotky, vstupni pasky s kone¢nym pottem &tecich hlav (nemo-
how prepisovat symboly), které se mohou pohybovat v obou smé-
1, n zhsobnikové paméti (viz obr. 46).

Vot 6.4.2. Vicehlavé dvousmérné zdsobnikové automaty roz-
pe-ndeajl pravé jazyky, které jsou rozpoznatelné deterministickymi
Luringovymi stroji v polynomidlnim Case.

V podrobngjdi formulaci: libovolny jazyk L je rozpoznatelny
vicehluvym dvousmérnym zasobnikovym automatem, praveé kdyz
enintuje deterministicky Turinglv stroj # a piirozené Cislo k
tuk, 2¢

|. .# rozpoznava L,

2. pro kazdé we L ma vypocet .# nad w nejvyse |w|* krokd.

Luto véta byla dokazana v &lanku [15].

THdw jazyk®d rozpoznatelnych deterministickymi Turingovymi
stroji v polynomialnim Case vyzaduje podrobnéjsi komentat. Tu-
1ingovy stroje nejsou pro popis této tfidy jazykt podstatné. Pti
volbe libovolného jiného deterministického modelu pogitage (s jed-

" nou centrilni Fidici jednotkou) a ohraniceni jejich vypo&td poly-
nomihlni Casovou sloZitosti dostaneme tutéz tfidu jazyka. Proto
j¢ pojem jazyka rozpoznatelného s polynomilni ¢asovou sloZzi-
tostl v &irokém smyslu slova invariantni viéi volbé typu stroje.
I'o je tak¢ jeden z dbvodd, pro¢ je tento pojem asto chapan
jmko matematicky protéjsek vagniho pojmu jazyka rozpoznatel-
ného pomoci prakticky realizovatelného vypoctu.

Vyznam véty 6.4.2 tkvi v tom, Ze zminénou tfidu jazykd umoz-
nuje charakterizovat zpisobem nezavislym na pojmu vypoctové
slozitosti.
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7. DALSI MODELY AUTOMATU

ZAKLADNI CAST

U vsech typl automatil, s nimiz jsme méli pfileZitost se seznamit
v pribéhu pfedchozich kapitol, je moZné pozorovat jisté spolecné
rysy. Kazdy automat mél kone€nou fidici jednotku, ktera jednak
ziskava informace ze vstupni pasky, jednak komunikuje s uréitym
typem vné;j$i paméti. Vzajemné odlisnosti jednotlivych typt auto-
matd jsou pak dany jednak riiznymi typy paméti (napf. zasobnik
u zasobnikovych automatd oproti pasce u Turingovych stroji),
jednak zpisobem pristupu ke vstupni informaci (napf. jedno-
smérna paska u kone¢nych automati ¢i zasobnikovych automati
oproti dvousmérné pasce u dvousmérnych konecnych automati
nebo pasce ¢tené nékolika dvousmérnymi hlavami u konecnych
mnohohlavych automati). Tato zakladni strukturalni podobnost
jesté vyrazné€ji vystoupi, rozhlédneme-li se po dalsich druzich
automatti studovanych v literatufe. Napfiklad zm€nou vstupni
pasky na dvousmérnou vznika ze zasobnikového automatu po-
mérn¢ podrobné prozkoumany dvousmérny zasobnikovy auto-
mat (1. [15]); rozliSenim vstupni a pracovni pasky vznikaji Tu-
ringovy stroje spfaZené (s jednosmérnou vstupni paskou) &i ne-
spfazené (s dvousmérnou vstupni paskou). Rozifenim jejich pa-
méti na n€kolik pracovnich pasek vznikaji vicepaskové Turin-
govy stroje (zakladni udaje viz napf. kniha [20]), rozsifenim pa-
méti jednopaskovych Turingovych stroji o zasobnik vznikaji tzv.
automaty s pomocnym zasobnikem (viz ¢l. [7]) atd. Dalsi typy
automati jsou charakterizovany vnéj§imi pamétmi ve formé riizné
modifikovanych zasobniki (viz €l. [16]).

O tuto pfibuznost riznych druht automatt uZivanych v teorii
formalnich jazykd se opiraji pokusy o vytvofeni obecné teorie
automatt (kniha [13]), zkoumani vlastnosti spoleénych automa-
tim s dvousmé&rnou vstupni paskou (viz prace [8]) apod.
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Obihtime-li véak pozornost k automatim uréenym ke zpra-
ruvinl jinych objektt nez fet€zt symboli, naskyta se jeSt€ mno-
hem pentrejsi obraz. V této kapitole se soustfedime na tfi takové
fypry mutomati: stroje s pfimym pfistupem, stromové automaty
A veluliirnd automaty.

1.1 Stroje RASP .
Ntioje RASP (7 anglického random access, stored program) se
lint od nutomati probiranych v piedchozich kapitolach ve dvou
tynech

n) misto s Fetézy symboli pracuji s Cisly;

h) jwou vystizngj8im obrazem soucasnych pocitact.

| stiddac I 0

[dtae ] 1V=——

aritmelickd
Jednotka

Obr. 47

Kuxdy stroj RASP se sklada (viz obr. 47) z aritmetické jed-
notky, stiadace, Citate a neomezeného mnoZstvi registrd ohod-
nocenych (adresovanych) nezapornymi celymi &isly. Stradag, &itad
i kuxdy 7 registrd mohou obsahovat libovolné celé nezaporné
cinlo. Obsah stfadace, CitaCe i jednotlivych registri méni aritme-
ticklv jednotka tak, Ze provadi program tvofeny instrukcemi ze
souboru instrukci uvedenych v tab. 16. Provedenim instrukce
LLOAD i se obsah i-tého registru okopiruje do stfadace (obsah
(1ého  registru  zlstane nezménén), provedenim instrukce
LLOAD = i se Cislo i pfenese do stfadace. Instrukci STORE i se
obsih stradace (aniz se zméni) okopiruje do registru i. Instrukce
ADD i (resp. SUB i, MULT i, DIV i) pficte k obsahu stfadace
obsith registru i (resp. odette, vynasobi, celo¢iselng vydgli). Obsah
repastru i se opét neméni. Instrukce ADD =i (resp. SUB = i,
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MULT = i, DIV = i) pfite k obsahu stfadace Cislo i (resp. odecte,
vynasobi, celo¢iselné vydeéli). Instrukce HALT ukonguje vypocet.
Tak napf. jednoduchy program sloZeny z instrukci

(*) LOADO,
ADD =1,
MUILT 1,
STORE 0,
HALT
vynasobi obsah registru 0 zvétSeny o jedniCku obsahem registru 1
a vysledek uloZi do registru 0.
Program pro RASP i data pro vypocet jsou na zaCatku vy-
poctu uloZeny v registrech. Kazda instrukce je uloZena ve dvou

po sobé jdoucich registrech. V prvnim z nich je uloZen kéd in-
strukce (viz tab. 16), ve druhém hodnota operandu.

Symbolicky zapis instrukce Kod instrukce
LOAD i 1
LOAD =i 2
STORE i 3
ADD i 4
ADD =i 5
SUB i 6
SUB =i 7
MULT i 8
MULT = i 9
DIV i 10
DIV=i 11
JUMP i 12
JGTZ i 13
JZERO i 14
HALT 15

Tab. 16
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Nupriklad program (x) spolu se vstupnimi daty miiZe byt uloZen
ub, jnk Je zndzornéno v tab. 17:

Cislo registru Obsah
0 n
1 m
2 1
3 0
4 5
5 1
6 8
7 1
8 3
9 0

10 15
11 0
Tab. 17

V pivnich dvou registrech jsou uloZena vstupni data (Eisla m, n),
v iegistroch 2, 3 je zakddovana instrukce LOAD 0, v registrech 4,
Ynmtiokee ADD =1 atd.

Adrenn provadéné instrukce je uloZena v ¢itaci. Po provedeni
lihovolné 7 instrukci s kody 1 az 11 se obsah ¢itate zvétsi o dve,
P suntaveni vypoctu instrukci HALT se obsah ¢itate neméni.
Lo mamend, jestlize je pocateCni obsah registrii jako v tab. 17
n pochtecni hodnota citace je nastavena na 2, provede se cely pro-
gtnm (+) a na jeho konci bude obsah registru 0 roven (n + 1)m,
obauh ostatnich registrd bude nezménén a v ¢itaéi bude adresa 10.

Pravidelné zvétSovani obsahu Citade lze prerusit skokovymi
hwtrukeemi (kod 12 az 14). Provedeni instrukce JUMP i spociva
v nstaveni itate na hodnotu i, pfi provedeni JGTZ i (jump if
ptenter then zero) se Eitad nastavi na i v pfipadg, Ze obsah sta-
dnde je v&18i nez 0, v opaéném piipadé se obsah Citate zvétsi o 2.
lustiukee JZERO i (jump if zero) nastavi &itad na i v pripadg,
1o obanh sttadace je roven 0, v opaéném piipadé se obsah Citace
VORI 0 2,

Jesthie dojde k situaci, Ze €ita€ obsahuje adresu registru, v némz
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je uloZeno Cislo, které nelze interpretovat jako kod instrukce (tzn
rizné od 1 az 15), dalsi krok neni definovan.

Piiklad 7.1.1. (program pro vypocet faktorialu). Jestlize obsah
registri stroje RASP je jako v tab. 18, n je kladné celé Cislo a po-

Adresa Obsah registru
0 n
1 1
} LOAD 0
2 0
3 14
} JZERO 21
4 21
5 7
} SUB =1
6 1
7 14
JZERO 21
8 21
9 3
} STORE 23
10 23
11 1
LOAD 0
12 0
13 8
MULT 23
14 23
15 3
} STORE 0
16 0
17 1
} LOAD 23
18 23
19 12
} JUMP 5
20 5
21 15
} HALT
22 0
23 0
24 0
25 0
Tab. 18
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#henl hodnota Citace je 1, potom probéhne vypocet, po jehoz
sanluvent bude v registru 0 Cislo n!.

1o aegistra 23 jsou v pribéhu vypoétu postupné ukladana
&alw 0 L,n 2, n—3, .., kterymi je postupné nasoben obsah
jpiniin 0. Ctendk, ktery neni obeznamen s programovanim po-
fiinte ve wtrojovém kodu, mize s uzitkem na papife simulovat
pAbeh vypottu programu z tab. 18 pro n&jaké konkrétni ¢islo n.

Phklud naznaduje, jakym zptisobem je moZné stroje RASP
pedlvit k vypoltu funkci (i vice proménnych). Stagi specifikovat
Wledent programu, registry obsahujici vstupni data, registry obsa-
Wit vysledek a pocatecni hodnotu &itace.

Adresa Obsah registru
1OAD - | 0 n
NIORE 2 1 m
NIORE 5 2 1
LOAD 0
NIORE 7 3 0
LOAD = 0 4 5
ADD =1
NTORE 3 5 1
NTORE 9 6 8
MULT 1
NTORE 11 7 1
LOAD = § 8 3}8 ORE
T 0
STORE 4 9 0
1OAD = 8 10 | 15}
HAL
STORE 6 T 0 T
1LOAD= 3 | _____
STORE 8 12 3}
STORE 3
1LOAD =15 13 3
STORE 10 14 3}
JUMP 2 15 9 STORE 9
a) b)

Tab. 19
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Skutecnost, ze data nejsou ve strojich RASP oddélena od pro-
gramu, umoziuje napf. ménit program v prib€hu vypocétu. Uve-
deme jednoduchy piiklad.

Piiklad 7.1.2. Necht v paméti stroje RASP je po€inaje druhym
registrem uloZen program z tab. 19a) a v prvnich dvou registrech
libovolna ¢isla m, n. Necht vypocet zane s ¢itaCem nastavenym
na 2.

Na prvni pohled se zda, Ze tento program ani nemuize Uspés$ne
skonéit, protoZe neobsahuje instrukci HALT. Pfi bliz§im zkou-
mani se viak ukaze, Ze jde o korektni program, ktery se zastavi
a v okamZiku ukongeni ma v registru 0 &islo (n + 1)m. Pro-
vedenim programu az k instrukci STORE 10 se totiz miZeme
presvédiit, Ze pro provedeni této instrukce ma pocatecni usek
paméti obsah jako je znazornéno v tab. 19b). Pro provedeni na-
sledujici instrukce JUMP 2 je CitaC nastaven na 2. Segment 2 az
11 ale obsahuje program pro vypocet (n + 1)m (srov. tab. 17),
ktery kon¢i instrukci HALT.

Jedna z nejdalezitéj§ich mozZnosti, které nabizi takova sebe-
modifikace programtl, je tzv. nepfima adresace. Pfi ni je mozné
nejen dosahnout registru dan¢ho adresou i, ale i registru, jehoz
adresa je dana Cislem obsaZzenym v registru i. Oznacme obsah
registru i symbolem cf(i). Potom napf. Gsek programu

adresa obsah

k 1 .
ki1 i}LOAD:
k+2 3

k3 k+5}STOREk+5
k+4 1

Ca s O}LOADO

realizuje pfeneseni obsahu registru c(i) do stfadace. Po provedeni
instrukci LOAD i a STORE k + 5 je totiz v registrech k + 4,
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k + 5kod instrukce LOAD c(i). Podobné lze realizovat STORE cfi),
ADD c(i), JUMP (i) atd.

Pravé moznost nepifimého adresovani odliSuje podstatné¢ moz-
nosti pfistupu k paméti u stroji RASP, napf. od Turingovych
stroji. Zatimco u Turingovych stroji lze jednim krokem ptejit
pouze na sousedni policko, umoZziiuje RASP v registru rychle
vytvotit pomoci aritmetickych operaci i adresu velmi vzdaleného
registru a ten pak dosahnout nepfimou adresaci.

Tim zajimavéjsi je zjiSténi, Ze stroje RASP jsou v jistém smyslu
ekvivalentni Turingovym strojim. O tom pojednava ¢l. 7.2

1.2. Turingova teze

V ¢lanku [30], ve kterém navrhl formalizaci pojmu algoritmu
pomoci abstraktnich strojd, vyjadfil A. M. Turing také nazor,
Ze jim navrZzena formalizace skute¢né dobie vystihuje intuitivni
pojem algoritmu. Jeho tezi bychom mohli vyjadfit t€mito slovy:

Kazdy Turingiv stroj reprezentuje néjaky algoritmus a obrdcené,
kaZdy algoritmicky FeSitelny problém lze FeSit vhodnym Turingovym
strojem.

Uvedena teze neni matematickou vétou, protoze hovofi o algo-
ritmech v nikoli pfesné matematicky definovaném smyslu. Proto
ji také nelze dokazovat, ale pouze ovéfovat jeji v€rohodnost.
Argumenty, které svédci v jeji prospéch, jsou natolik pfesveédcive,
%e je bez vyhrady pfijimana.

Jeden typ argumentl se zabyva tim, Ze Turingovy stroje nevy-
bocuji z tfidy postupil, obecné uznavanych za algoritmicke, a na-
opak, Ze ke kazdému dosud navrzenému postupu souhlasné po-
vazovanému za algoritmicky je moZné ovéfit existenci ekviva-
lentniho Turingova stroje.

Snad jesté presvédCivéjSim typem argumentu je skutecnost, Ze
viechny matematické formalizace algoritmu se ukazaly ekviva-
lentni Turingovym strojim, jakkoli odli§né bylo jejich vycho-
disko. Pfikladem, se kterym jsme se jiZ setkali v této knize (6.1.10),
je ekvivalence gramatik typu 0 s Turingovymi stroji.

V této souvislosti se vynofi pfirozena otazka. Turingovy stroje
pouzivame jako prostiedky k rozpoznavani jazykd a je mozné
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jimi reprezentovat transformace feté€zu, tzn. jista zobrazeni z mno-
Ziny slov do mnoZiny slov. Pojem algoritmu jsme ovSem zvykli
spojovat s rozmanit&j§imi objekty — cisly, maticemi, grafy apod.
Jak je mozZné pfirozenym zpiisobem definovat a prokazat ekvi-
valenci obecnych algoritmi nad takovymi objekty a Turingovych
stroja?

Odpoved je obsaZena v moZnosti kédovat takové objekty po-
moci fetézli symbolid. Misto se skuteCnymi objekty pracuje pak
Turingiv stroj s jejich kody. Jelikoz také pfislusné objekty na-
opak poskytuji mozZnost kdédovat fetézy symbold, lze pomoci
algoritmi nad takovymi objekty simulovat ¢innost Turingovych
stroji.

V tomto smyslu lze napf. dokazat ekvivalenci Turingovych
stroju se stroji RASP. UkaZzeme aspoii v hrubych rysech, jak by
se jedna cast takového dikazu vedla.

Nejdfive je tfeba zvolit kddovani ¢isel pomoci fetézhi v néjaké
pevné dané abecedé X a obracen&. Z mnoha mozZnosti, které se
nabizeji, zvolime nasledujici kédovani K fetéz pomoci Cisel.

Nechf X je n-prvkova abeceda. Piifadme jednotlivym symbo-
lim vzajemné jednozna¢né Cisla 1,...,n, tzn.

K(a)e{1,...,n}

pro kazdé ae X a K(a) # K(a') pro a # d.
Ostatni slova kdédujme takto:

K(e) =0,

pro libovolna a,,..,a, €2, k 2 1.
Jedna se o tzv. n-adicky zdpis ¢isel.

Priklad 7.2.1. Nechf abeceda X = {a,b}. Polozme K(a) =1,
K(b) = 2. Potom slova z {a, b}* jsou kodovana takto:

K(e) =0,
K@ =1,
Kp) =2,

300



K(aa) =3,
K(ab) =4,
K(ba) =5,
K(bb) =6,

K(aaa) =17,

To znamena ztotoZnime-li a s 1, b s 2, dostavame dyadicky zapis
Cisel:

1...1,
2...2,
3...11,
4...12,
5...21,
6...22,
7...111 atd.

Timto kédovanim se mnozina X* vzajemné€ jednoznacné zobra-
zuje na mnozinu nezapornych celych ¢isel.

Nyni uZ je mozné pohliZet na stroje RASP jako na prosttedky
pro praci s fetézy. V souhlase s Turingovou tezi lze dokazat, ze
stroje RASP jsou schopny rozpoznavat ptesné tutéz tfidu jazykn
(resp. realizovat tytéZ funkce) jako Turingovy stroje.

Pro zajimavost probereme jednu z mnoha moznosti, jak mohou
stroje RASP simulovat ¢innost Turingovych stroja.

Turingovskou pasku obsahujici fetéz uv, s hlavou na prvnim
symbolu slova v, lze reprezentovat dvéma registry, z nichz jeden
obsahuje &islo K(u) a druhy &islo K(v®). PFi simulovani pohybu
hlavy o policko doprava se umaze posledni symbol fetézu o*
a pfipiSe se na konec u. Podobné pfi simulaci pohybu hlavy do-
leva. Takovou operaci lze Gspé€$né provést, jakmile je mozZné
realizovat tyto zakladni ukony:

a) testovani, jaky je posledni symbol fetézu zakddovaného jako
cislo;
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b) pfechod od ¢&isla kodujiciho jisty fetéz k &islu kodujicimu
fetéz vznikly vymazanim posledniho symbolu piivodniho fetézu

c) prechod od ¢&isla kédujiciho fetéz k &islu kodujicimu fetc/
vznikly z pivodniho Fetézu pfipsanim daného symbolu zprava

Vsechny tfi tkony je mozné na strojich RASP provést vhod
nymi aritmetickymi operacemi.

Priklad 7.2.2. V ptipadé kodovani dvojprvkové abecedy z pi.
7.2.1 se zminéné tii tkony provedou takto:

a) Testovani posledniho pismene v fetézu kodovaném &islem
k > 0: jestlize k =2 x (k + 2) (kde =+ oznaluje celogiselné dé-
leni), potom posledni symbol fetézu je b, v opainém ptipadé .

b) Vymazani posledniho pismene se realizuje jako pfechod od
Cisla k k zaokrouhlené hodnot? &isla (2k — 1)/4.

c) Pripsani a zprava se realizuje jako pfechod od k k 2k + 1.
ptipsani b jako ptechod od k k 2k + 2.

Z toho uz je vidét, jak by se dokazalo tvrzeni, Ze kaZzdy Tu-
ringliv stroj lze simulovat vhodn€ naprogramovanym strojem
RASP, ktery nahrazuje turingovskou pasku dvéma registry.

Dikaz opacného tvrzeni, totiz Ze kazdy stroj RASP lze simu-
lovat vhodnym Turingovym strojem, je uz o néco naro¢né;si.

S dtkazy obou tvrzeni je mozné se podrobné obeznamit napf.
v knize [2].

ROZSIRUJICI CAST

7.3. Stromové automaty
Dalsim typem automati pracujicich nad jinymi objekty nez fe-
tézy jsou tzv. stromové automaty. Nejcastéji uvazovanym typem

stromovych automatd jsou automaty zpracovavajici stromy shora
dold (tj. od kofene k listim). Pfitom se zpravidla jedna o tzv.

ohodnocené uspotadané stromy.

Definice 7.3.1. Ohodnoceny uspoidadany strom se zadava jako
petice
7 =(V,H, <,%.f),

kde V je kone¢na neprazdna mnoZina (vrchold), H <= V x V je
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mno2ing hran, < < V x V je CasteCné-usporadani, X je kone¢na
whevoda, f: V= X je ohodnoceni vrcholi a jsou splnény tyto
jwdminky:

I. Dvojice (V, H) je strom, tzn. existuje vrchol v,e V (kofen
s1omu) takovy, Ze pro kazdy vrchol v riizny od v, existuje pravé
jednn cesta z v, do v, tzn. pravé jedna posloupnost vrchol
o0, (n 2 1) takova, Ze (v, v;,,)€ H pro viechna i, 0 < i <n
Wb, =0

2. Libovolné dva vrcholy v, v’ jsou srovnatelné v uspotadani <,
prave kdyZ ve stromu (¥, H) nevede cesta od v k v’ ani od v' k v.

———=>C Obr. 48

IPtikladem ohodnocenych uspofadanych strom@ jsou napf.
stromy popisujici strukturu fetézu podle gramatiky, derivaéni
sromy (viz 4.2.4 a 4.2.5) nebo strom z obr. 48, u né¢hoz

2 ={ab,cd},

hrany z H jsou vyznaeny pln€¢ a uspofadani < odpovidajici
uspofadani zleva doprava je dano jako reflexivni a tranzitivni
uzivér relace vyznafené ¢arkovanymi Sipkami.

V dalsim vykladu budeme uspofadani < reprezentovat v obraz-
cich ohodnocenych uspofadanych strom@ uspofadanim zleva do-
prava podobné jako na obr. 48.

V tomto ¢lanku budeme dale misto ohodnoceny uspofadany
strom fikat pouze strom.

K popisu ¢innosti stromovych automatt se s vyhodou vyuziva
linearni reprezentace stromi, kterou zavedeme induktivné na za-
kladé jednoho pomocného pojmu.

Definice 7.3.2. Necht J = (V,H, <,Z, f) je strom a veV.
Podstromem stromu 9~ urCenym vrcholem v nazyvame strom
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T, =V, H,<,2,f) kde V' ={v}u{d; v I vede cesta
zv do ¢} a H', <, f' vzniknou po fad& z H, < a f parcializaci
na mnoZzinu V.

Definice 7.3.3. Necht 7 = (V, H, <, Z, f) je strom a ], [ sym-
boly nepatfici do abecedy X. Potom pojem kodu K(77) stromu 7
definujeme induktivné takto:

1. Jestlize |V| =1, tzn. V = {v,}, potom K(7) = f(v,).

2. Jestlize v; < v, < ... <y, (k= 1) jsou viechny vrcholy, do
nichz vchazi né&jaka hrana vychazejici z kofene v, stromu 7,
potom

K(T) = f(vo) [K(7,) K(7,,) ... K(7,)].

v2 U

Piiklad 7.3.4. Kodem stromu z obr. 48 je fetéz

a[blad[b]] ca[b[cc]d]].
Definice 7.3.5. Stromovy automat je definovan jako Sestice
d = (Qaza A,H,qoaP),

kde Q je konetna mnozina stavi, X je kone¢na vstupni abeceda,
4 je kone¢na vystupni abeceda, IT je koneCna abeceda promén-
nych, g, € Q je pocatetni stav a P je kone€na mnoZina pravidel
tvaru

Q(a[xl xn]) - W1Q1(xi,) Wz‘]z(xiz) ‘Ir(xi,) Weprs
kde

nz0,r=0, 494, ..-.9,€Q, acX, w,..,w,, €4,

1 <i;<nproviechna j<r, x;,..,x,€ll.

Automat &/ se nazyva deterministicky, jestlize rizna pravidla
z P maji rizné levé strany.

Automat zpracovava kdd libovolného stromu & takto:
1. zahaji Cinnost s fetézem q,(K(7));
2. v kazdém kroku nahradi v piepisovaném slové viechny pod-
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tetdzy tvaru g(K(7,)), kde geQ, podle n&kterého pravidla P
tukto: jestlize

K(7,) = a[K(7,)... K(7,)]
pro n&jaké ae X a n = 0 a jestlize P obsahuje pravidlo

qla[x, ... x,]) - qul(xi,) g (X ) Wiy s

potom ¢(K(Z,)) je mozné nahradit fetézem
wiq, K(7,) ... 4, K(T, )W, 1, -

Pfiklad 7.3.6. Deterministicky automat s mnoZinou stavl
0 = {409}
(g, je potatecni stav), vstupni abecedou
Z={abcd},
vystupni abecedou
4=1{0,1,21],[},
mnoZinou proménnych
IT = {x, x3, x5}
noZinou pravidel

a

(1) golalx,x,x3]) = 0[qo(x,) golx3) 41(x3)],
)
)

(2 dolalx;x,]) = 1[24,(x,)],

(3 ay(alx;x,]) = 2[g0(x)) a,(x)],
(4) qo(b[x,x;]) = O[a,(x,) q,(x,)],
(5) 4,(a) -2,

© a0 -1,

(7 a4l -1,

(8) q,(d) -0
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zpracovava strom z obr. 48 takto (viz téZ obr. 49):
X, X, X

golalblad[b]] ¢ a[b[ec]d]])F

K(7,) K(7,) K(73)
+=0[go(b[ad[b]]) go(al bl cc] d]) a,(a[blcc] d])]
+0[0[q,(q) ,(a)] 1{24,(d)] 2[qo(b[cc]) a,(d)]]
- 0[0[22] 1[20] 2[0[4,(c) 4,(c)] O]] -
+0[0[22] 1[20] 2[0[ 11] O]] .

Kazdy strom urcuje jisté slovo, které je tvofeno ohodnocenim
jeho lista.
fo:

ZIN AN AN

b a 10:

b gy gia 0 1 2
NN = VAR = AN N -

d b d a b b 3 H : : :
l /\ | /\ /\ gra g,:a 2 g,a’q,/l\) ’lld
b ¢ ¢ bcc cc c ¢
g
7N, I
AN N T A TN
22200 0 2 2 2 0
/' \
F1:C gyic 11
Obr. 49

Definice 7.3.7. Necht 7 = (V,H, <, Z, f) je libovolny strom
a v, <v, <..<v, viechny jeho listy (tj. vrcholy, z nichZ ne-
vychézi zadna hrana). Hraniéni slovo H(J") stromu J definujeme

jako H(7) = f(v,) f(v,) . £ (v,).
Piiklad 7.3.8. Hrani¢nim slovem stromu z obr. 48 je fetéz abcecd.
Zajimava souvislost existuje mezi tfidou bezkontextovych ja-
zyki a tfidou defini¢nich obord stromovych automatd.
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Definice 7.3.9. Pro kazdy stromovy automat
o =(Q,2,4,1, 9, P)

definujeme jeho defini¢ni obor D(#/) jako mnoZinu t&ch stromii 7,
u kterych o/ mizZe pievést slovo go(K(77)) na n&jaky fetéz ne-
obsahujici Zadny symbol z Q.

Piiklad 7.3.10. Strom z obr. 48 patfi do definiéniho oboru
automatu &/ z pf. 7.3.6, zatimco strom s kodem a[b[baa] ca]
do jeho defini¢niho oboru nepatii, nebot

qgola[b[baa] ca]) -, O[ go(b[baa]) go(a) g,(a)]

a toto slovo nelze dale pfepsat, protoZe pravidla automatu .of
neumoZziiuji ptepsat qo(b[baa]).

Véta 7.3.11. Kazdy bezkontextovy jazyk neobsahujici prdzdné
slovo je mnoZinou hranitnich slov defini¢niho oboru néjakého stro-
mového automatu.

Dukaz. KaZdy bezkontextovy jazyk L neobsahujici prazdné
slovo lze podle 3.2.8 generovat néjakou nevypoustéjici grama-
tikou ¢ = (II, Z, S, P). Sestrojme stromovy automat ./, jehoZ
defini¢ni obor je tvofen pravé deriva¢nimi stromy podle grama-
tiky ¢, a tim bude vé€ta dokazana. Vezméme z P pravidlo s nej-
del8i pravou stranou a ozna¢me jeji délku k.

Definujme

o =Mvuz oz {a},{x...x}SR),

kde a je libovolny nové pfidany symbol a mnoZina pravidel R
je definovana takto: pro libovolné
Xell, r<k, Y,,...,YelluZ
je
X(X[x, ... x]) = al(x,) .. Y(x)] R,
pravé kdyz X - Y, ... Y, eP.
Pro kazdé ce X je v R pravidlo c(c) — a.
Jina pravidla R neobsahuje. Ctenai sam snadno ovéii indukci
podle poltu vnitinich vrcholéi stromu (tj. vrchol@, z nichz vy-
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chazi aspoi jedna hrana), Ze definiéni obor &/ obsahuje pravé
derivacni stromy podle 4.

Piiklad 7.3.12. Deriva¢ni stromy podle gramatiky

S —>0S14]0,
A—-S4|1

tvoii definiéni obor stromového automatu
({8, 4,0,1},{S, 4,0, 1}, {a}, {x,, x,, X3, x4}, S, R),

kde R zahrnuje pravé pravidla

S(S[xyxzx3%x,]) = a[0(x;) S(x;) 1(x3) Alx,)] s
S(S[x,]) = a[0(x,)],

A(A[x,x,]) = [ S(x,) A(x,)]

A(A[x,]) - a[1(x,)],

0(0) —a,

1(1) —a.

Véta 7.3.13. MnoZina hranicnich slov defini¢niho oboru libovol-
ného stromového automatu tvofi bezkontextovy jazyk neobsahujici
prdzdné slovo.

Dukaz. Necht o =(Q,Z, 4,11, q,, P) je libovolny stromovy
automat. Sestrojime nevypoustéjici bezkontextovou gramatiku ¢
generujici mnoZinu hrani€nich slov defini¢niho oboru automatu .«/.
MnoZinou terminal gramatiky ¢ je abeceda X. MnoZina neter-
minali je rovna 2(Q), potatetnim neterminalem je mnozina {g,}.
Zbyva popsat mnozinu R pfepisovacich pravidel gramatiky %.
Tato mnoZina se bude skladat z téchto dvou typt pravidel:

1. Pro libovolné N< Q a ael je

N - a€eR,
pravé kdyz ke kazdému ge N existuje ue A* tak, Ze
q(a) > ueP.
(Specialng pro @ obsahuje R pravidla @ —a pro viechna

ae’)
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2. Nechf N < Q, ae X a ptirozené &islo n < |I1| jsou zvoleny
tuk, 2e pro kazdé ge N existuje v P pravidlo s levou stranou
qla[x, ... x,]). Budiz nyni P, = P libovolna mnoZina takova, Ze
ke kazdému ge N existuje pravé jedno pravidlo z P, s levou
stranou g(a[x; ...x,]). Pro kaZdou takovou mnoZinu P, bude
mnozina R obsahovat pravidlo N — N, ... N, sestrojené nasle-
dujicim zpisobem.

Pro v8echna i, 1 £ i < n, definujme

N, ={q; 33e N)g(a[x, ... x,]) - uglx;)ve P,

pro né&jaka slova u, v} .

(Specialné pro N = @ obsahuje R viechna pravidla typu ¢ — ¢",
kde n < |[|. Tato pravidla lze oviem nahradit jedinym pra-
vidlem ¢ — 00. V kazdém ptipadé neterminal ¢ generuje celé £+ )

Jina pravidla, nez utvofena podle 1 a 2, mnoZina R neobsahuje.

K tomu, abychom dokazali tvrzeni véty, staci ovétit, Ze pro
kazdé N = Q a weZX" plati tato ekvivalence:

(%) N =2 w <> existuje strom J s hrani¢nim slovem w ta-
kovy, ze pro kazd¢ q e N muzZe automat &/
prepsat g(K(7)) na fetz neobsahujici sym-
bolyz Q.

Zvolime-li v (x) N = {q,}, dostavime tvrzeni véty.
I. Ovéfme implikaci = ve vztahu (x). Postupujme indukci
podle délky derivace.
a) Necht N = w derivaci délky 1. V tom pfipadé se uplatni
pravidlo typu 1 a tvrzeni plyne pfimo z definice téchto pravidel.
b) Necht implikace => ve vztahu (x) plati, jakmile odvozeni
N =*w je délky nejvyse k. Dokazeme, Ze plati i pro k + 1.
Budiz tedy N =*w odvozenim délky k + 1. Potom existuji
N,,...,N, a u,,..,u, tak, ze

* —
N=N,..N,=*w, w=u, ...u,

a pro viechna i <n je N;,=*u, odvozenim délky nejvyse k.
Pro vSechna N,, u; tedy podle indukéniho pfedpokladu existuje
strom J; s hrani¢nim slovem u, tak, Ze plati implikace = v ().
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K pravidlu N - N, ...N, existuje aeX, n<|lI| a P, < P
tak, ze pro kazdé geN je g(a[x, ...x,]) levou stranou pravé
jednoho pravidla z P,.

Zvolme strom 7 dany kodem K(7)= a[K(7,)...K(T,)].
Ukazeme, ze 7 spolu s N a w spliiuje ().

Vyberme libovolné ge N a necht §(K(7)) = «. Potom pro
kazdé podslovo slova o tvaru g(K(77)) je g € N, podle definice N..
Proto lze o prepsat na slovo neobsahujici symboly z Q (podle
indukéniho pfedpokladu o N, a 7).

II. Obracena implikace <= ve vztahu (x) se dokaze podobng,
indukci podle vy$ky stromu 7.

a) Pro stromy s jedinym vrcholem plyne tvrzeni okamZité z de-
finice pravidel typu 1.

b) Necht implikace plati, jakmile je strom Z vyiky maxi-
malné k. Zvolime-li nyni strom 4 vySky k + 1 s hrani¢nim
slovem w a takovy, Ze pro kazdé g e N muze o/ prepsat q(K(7))
na fetéz z 4%, 1ze kéd I psat ve tvaru

K(7) = o[K(7)... K(7)]

pro néjaké ae X a stromy 7, ..., 7, které maji po fad€ hranicni
slova u,, ..., u,, tzn. w = u, ... u,. Pro kazdé ge N zvolme jedno
pravidlo, které zahajuje n&které usp&iné ptepisovani g(K(7)).
Tak dostaneme jistou mnozinu pravidel P, spliujici podminku
z definice pravidel typu 2, a tedy i jisté pravidlo N - N, ...N,
takové, e pro kazdé ge N, je mozné g(K(7})) Gsp&iné piepsat
(pro libovolné i < n). Proto podle indukéniho piedpokladu
N, =*uy, Dostavame tak N= N, ... N, =*w.

Piiklad 7.3.14. Ke stromovému automatu
d = ({q01 ql}’ {a, b}7 {Oa 1}, {xl’ xza x3}’ qoa P)
s mnozinou pravidel
(1) qo(a[x1x2x3]) - 0[‘10("1) qo(
(2) qo(a[x1x2x3:|) - 1[‘11(x1) qo(

(3) q(alx;x,%;]) = 0[go(x,) g,(
(4) a,(a) -0,

ted
N
—
S
-
—_

=
:/
—

PR
NP
S
= o®
©oe
N—
= T
—
=
:‘—/
| S—
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(%) qo(b) -1,
©  ala) -0

sestrojime bezkontextovou gramatiku generujici mnoZinu hra-
niénich slov defini¢niho oboru automatu o/

{9}~ {40901} {90} 91{a,} {90} {d0} | a | b,
{a.} ~-1{a09:}{a,} {‘11}|a’

{4091} = {0 41} {d0- 91} {01}
[sestrojeno na zaklad pravidel (1), (3)] |

{900} {90 91} {400 9}
[sestrojeno na zaklade pravidel (2), (3)]

0 >0 |alb.

Ve vsech predchozich ptikladech byl vysledkem ¢innosti auto-
matu nad stromem (pfesn&ji — kodem stromu) opét strom (kod
stromu). Za to vd&¢ime jen specialnimu tvaru pravidel zvolenych
automatl. V obecném piipad€ tomu tak nemusi byt. Tehdy po-
hlizime na stromovy automat jako na prostiedek k transformaci
stromi na linearni fetézy. Tak napf. automat

o = ({go}. {a. b,c,d}, {a,b,c d}, {x,,x,, X3}, o, P)
s mnoZinou pravidel

dolalx,x,%3]) = ago(xy) aqo(x,) ago(xs) a,

qolalx,x,]) - agolx) agolx;) a,

qo(blx,x,]) = baolx;) bao(x;) b

qoldlx,]) - dglx,)d,

qo(a) —a,
qo(b) -b,
golc) -c,
go(d) —d
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provede nad stromem z obr. 48 vypocet
aolalblad[5]] calblcc] d]))
+ aqo(a[b[ad[b]]) ago(c) agola[bcc] dT]) a -
b ... ababdbdbacaabcbcbadaa ,
jehoZ vysledkem je slovo, které ziskame prochazenim stromu od

kofene smérem zleva doprava, pii némz se kazda navstéva vrcholu
zaznamenava.

Stromové automaty maji své pevné misto v teorii syntaxi fize-
ného prekladu. Pieklad z jednoho jazyka do druhého lze Casto
zadat jako transformaci deriva¢nich stromi zdrojového jazyka
na derivacni stromy cilového jazyka. Derivacni strom zdrojového
textu je mozné ziskat metodami, z nichZ nékteré jsme probrali
v kap. 5. Pfislu$nou transformaci stromi se pak nezfidka podati
s vyhodou popsat pomoci stromového automatu. Uvedeme jed-
noduchy ptiklad.

Pfiklad 7.3.15. Mé&me dvé gramatiky

Y9 :E-E+T,
E-T,
T-TxF,
T—-F,
F - (E),
F—a;
%, E->ET+,
E-T,
T TF %,
T—-F,
F->E,
F-oa,
kde E, T, F jsou neterminaly, E je poCatecni symbol.
Ob¢ reprezentuji jednoduché aritmetické vyrazy (se s¢itanim
a nasobenim). Gramatika ¢, zadava vyrazy v obvyklé infixové
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notaci, prava generuje vyrazy v postfixové, tzv. polské notaci.
Nasim cilem je ptekladat vyrazy v infixové notaci na odpovidajici
vyrazy v postfixové notaci. Tzn. napt. vyraz (a + a) *a ma byt
preloZzen na vyraz aa + a *. Pieklad uskute¢nime pomoci stro-
mového automatu, ktery jako vstup bude dostavat derivacni
stromy podle gramatiky ¢, a jako vystup bude vydavat jim od-
povidajici derivacni stromy podle ¢%,. Takovym automatem je
napf. deterministicky automat s jedinym stavem g, a pravidly

ao(E[x,x,x3]) = E[qo(x,) do(x3) +],

Bo(E[x])  — E[golx,)],

qo(T[x,x2%3]) = T[go(x,) go(x3) %],

0(T[x,]) = T[go(x,)],

ao(F[x;x,%3]) = Fqo(x,)],

Q0(F[x,]) - Fla).

Ctenat se miize sam presvédgit, Z¢ napt. strom z obr. 50a) od-

povidajici vyrazu (a + a)*a je automatem transformovan na
strom z obr. 50b) odpovidajici vyrazu aa + a *.

V dalSim ptikladu vyuZijeme moZnosti stromovych automatl
prevadét stromy na linearni fetézy.

E E
| |
T T
AN PN
T * F T F *
| | [
F a F a
PARN |
¢ E D E
4N AN
E + T E T +
[ |l
T F rF
! [ [
F a F a
| |
a a
a) b) Obr. 50
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Piiklad 7.3.16. PopiSeme stromovy automat, ktery bude reali-
zovat pieklad ptifazovacich pfikazi z jazyka vys§iho typu do
asembleru. Pfikazy, jimiZ se budeme zabyvat, budou tvaru

{identifikator) := {term) ,

kde (term) oznaluje aritmeticky vyraz dovolujici s€itani a na-
sobeni. Pro jednoduchost budeme predpokladat, 7e prikazy uve-
deného typu budou zadavany ve form¢ derivaénich stromi gra-
matiky

P —>a:=T,

T - S|N|a,
S T+ T,
N->TxT,

kde P, T, S, N jsou neterminaly, P pocate¢ni symbol.
V na$i gramatice oznacuje terminal a libovolny identifikator.
(Ctenaf si sam miize jako cviCeni sestrojit automat pro podobné
pfitazovaci pifikazy, v nichz termy budou reprezentovany deri-
vaénimi stromy podle gramatiky ¢, z ptedchoziho ptikladu.)
Tak napt. pfitazovacimu pfikazu X :=Z % (X + Y) odpovida
deriva¢ni strom z obr. 51.

P
a,/-.l_.\r
|
N
T * T
| |
ap S
g
T 4+ T
l |
ag 2, Obr. 51

V konkrétnich aplikacich by jednotlivym vyskytim terminalu a
odpovidaly smérniky ukazujici na adresu pfislu§né konstanty &i
proménné. Proto jsou na obr. 51 jednotlivé vyskyty a ofislovany.
To také usnadni orientaci ve vypoctu.
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Jazyk, do néhoz se budou piitazovaci piikazy piekladat, bude
mit pfikazy LOAD a, STORE 4, ADD, MULT. Tyto ptikazy
budou fidit ¢innost stfadace organizovaného ve formé zasobniku.
Ptikaz LOAD a ulozi hodnotu z adresy a na vrchol zasobniku,
ptikaz STORE a uloZi vrchni hodnotu zasobniku na adresu a,
ptikaz ADD (resp. MULT) vyjme dvé& vrchni hodnoty ze zasob-
niku, se¢te (resp. vynasobi) je a vysledek uloZi na vrchol zasob-
niku. Pfeklad pritazovaciho pfikazu zadaného stromem popsa-
ného typu lze nyni snadno reprezentovat deterministickym stro-
movym automatem s jedinym stavem a pravidly

4o(P[x,x,x3]) = LOAD g(x;); STORE g,(x,),

Wo(T[x) = aolx),

qo(S[x,x,%3]) = golx,); LOAD g,(x,); ADD,

4o(N[x,x,%5]) = go(x,); LOAD gq(x,); MULT,
(

ol —a.

[

Strom z obr. 51 je popsanym automatem zpracovavan takto (pro
lepsi prehlednost vznikajici fetéz Clenime vertikalng):

qo(P[a, = T[N[T[a,]  T[S[T[a;] + T[a,J]]]]D +
LOAD q,(T[N[T[a,] * T[S[T[a,] + T[a,]]1]]);

" {STORE ‘10(‘11) } "

= {LOAD ao(N[T[a,] = T[S[T[a,] + T[ad]]]);} -
STORE a,

LOAD gq,(T[a,]);

LOAD qo(T[S[T[a;] + T[a JI]i{ ,_

MULT;

STORE g,

LOAD g,(a,);

LOAD g,(S[T[a,] + T[a4]]); -

MULT;

STORE gq,

315



LOAD a,;
LOAD q,(T[a,]);
LOAD ¢,(T[a,]);
ADD;
MULT;
STORE gq,
LOAD a,;
LOAD g,(a,);
LOAD g,(a,);
ADD;
MULT;
STORE ga,
LOAD a,;
LOAD a,;
LOAD a,;
ADD;
MULT;
STORE a, .

(-

4 i

9

Uvedeny automat provede pieklad spravné za pfedpokladu,
Ze ptredloZeny strom je skutecné derivanim stromem podle pfi-
slu$né gramatiky. Automat je oviem mozno zdokonalit tak, Ze
preklad predlozeného stromu dokon¢i pouze tehdy, jestlize pfed-
loZeny strom je skute¢né deriva¢nim stromem podle gramatiky %.
Jeho pravidla pak budou vypadat takto:
ap(P[x;x;%3]) = LOAD gy(x;); g.-(x,) STORE g,(x,),
q:=(:=) —e,

q.(a) ~a,

qT(T[xl]) - gs(xy),

qT(T[xl]) - qN(xl) )

qS(S[x1x2x3]) — qr(x;); 4. (x,) LOAD gq(x,); ADD,

316



qN(N[x1x2x3]) - qT(xl); q*(xz) LOAD g,(x,); MULT,
‘1+(+) —e,
q,(*) —e.

7.4. Celularni automaty

V naSem vybéru piikladi automatd, které se vymykaji obvyklé
struktufe (vstupni paska, kone¢na fidici jednotka, pamét) se do-
stavame k tzv. celularnim automatim.

N
\
a) b %)
|
a
VavYaw AV =
FET WAYAW
AN N
79 YA
@ &
Obr. 52

Celuldrni automat si miZeme predstavit jako nekoneéné mnoho
exemplait jistého kone¢ného automatu propojenych uréitym uni-
formnim zptsobem. Pfiklady takového propojeni jsou na obr. 52.

Jednotlivé konecné automaty, tvofici ,,tkan‘* celularniho auto-
matu, budeme nazyvat burikami. Kazda burika je spojena s néko-
lika bunikami, které nazyvame okolim dané buriky. Piedpokla-
dame, Zze vSechny buiniky v celularnim automatu pracuji syn-
chronng, tzn. stavy jednotlivych bunék se méni ve viech buiikach
zaroven v jednotlivych okamzicich diskrétni ¢asové Skaly. Stav
buiikky v nasleduyjicim okamZiku je urCen pfitomnym stavem
buiky a pfitomnym stavem bun€k jejiho okoli. Napf. u celu-
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larnich automatt se strukturou znizornénou na obr. 52 se na
urCeni stavu buitky podili (po fadg) 3, 5, 9, 4 a 7 bungk.

Piiklad 7.4.1. Popularnim pfikladem celularniho automatu je
tzv. Conwayova hra ,,Life*, ptedstavujici jednoduchy model cho-
vani kolonii mikroorganismi. Buiiky tohoto automatu jsou uspo-
fadany jako na obr. 52¢) a jednotlivé buiiky nabyvaji pouze dvou
stavli: stavu 1 (Ziva bufika) a stavu O (mrtva bufika). Pfechodova
funkce jednotlivych bunék je dana takto:

1. JestliZe je buiika ve stavu 0 a pocet ,,sousedd” ve stavu 1 je

a) 0 az 2, potom bufika zistane ve stavu 0;

b) 3 az 4, potom piejde do stavu 1;

c) 5 az 8, potom ziistane ve stavu 0.

2. Jestlize je buiika ve stavu 1 a pocet ,,sousedu* ve stavu 1 je

a) 0 aZ 1, potom buiika piejde do stavu 0;

b) 2 aZ 4, potom zUstane ve stavu 1;

c) 5 az 8, potom piejde do stavu 0.

Tento automat lze reprezentovat rovinou s &tvercovou siti.
Potom napf. nasledujici stav buiiky oznacené na obr. 53 pisme-
nem f se uréi na zakladé stavu buriky f samotné a jejich ,,sou-
sedi“ a, b, ¢, e, g, i, j, k. Stav buiiky g pak obdobné z g, b, c,
d, f, h, j, k, . Naptiklad automat na obr. 54a) (Gern& jsou ozna-
Ceny buniky ve stavu 1) zlstane v dalisim okamZiku beze zmény,

alb|c|d
elflglh
iljlk|1
Obr. 53

]

11 [

a) b) c)

Obr. 54
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automat na obr. 54b) pfejde na automat z obr. 54c) a ten opét
ptejde na automat znazornény na obr. 54b), jak se miZete sami
presvédcit.

Zkuste si sestrojit n€kolik po sobé€ nasledujicich stavi auto-
matu z obr. 54d).

Podobné jako v predchozim piikladu maji i obecné buiky
celularnich automati jeden vyznacny stav, tzv. klidovy stav. Jest-
lize je buiika i celé jeji okoli v klidovém stavu, potom i v na-
sledujicim taktu ziistane v klidovém stavu. Proto tedy celularni
automat, jehoZz viechny builky jsou v klidovém stavu, zistava
trvale beze zmény.

JestliZze vSak je ¢ast bunék v jiném nez klidovém stavu, mize
se postupné celkovy obraz celularniho automatu ménit. Pfitom
se mohou ménit nejen stavy aktivnich bunék (tj. bun€k mimo
klidovy stav), ale mohou se n&které bufiky dostat z klidového
stavu a naopak nékteré aktivni buitkky mohou do klidového stavu
prejit.

Buiiky v jiném nez klidovém stavu tvofi tzv. konfiguraci. Kon-
figurace je urCena nejen tim, které buiikky do ni patii, ale i tim,
v kterém stavu se kazda z nich nachazi.

Z vlastnosti klidového stavu a z predpokladu, Ze kazda bunka
zavisi jen na kone¢ném okoli, plyne, Ze od kone¢né konfigurace
piejde celularni automat vzdy jen ke koneéné konfiguraci.

Byva zvykem studovat homogenni a izotropni celularni auto-
maty, tj. automaty, u nichZ vyvoj konfigurace je invariantni vici
posunuti a otoeni. Podrobnéji: jsou-li K,, K| dvé konfigurace
takové, ze K| vznik4 z K, jistou transformaci t sloZenou z po-
sunuti a otoCeni, a jestlize K, v jednom kroku pfejde na K,
a K| na K, potom také K’, vznika z K, transformaci t.

Téméf vyluéna pozornost byva vé€novana koneénym konfigu-
racim. Obvykle je zvolen jeden pevny celularni automat, ktery
predstavuje jakési ,Zivotni prostfedi“, uvnitf n€hoZ se vyvijeji
jednotlivé kone¢né konfigurace, jejichz vlastnosti jsou zkoumany.

Oblasti aplikaci se celularni automaty dosti odliSuji od auto-
matli probiranych v pfedchozich partiich této knihy. Své uplat-
néni nachézeji zejména pfi modelovani biologickych systému,
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jejichz elementarni stavebni prvky reaguji v zavislosti jen na velmi
zkém okoli. [ Viz napf. ¢lanek [26] o modelovani uréitych &asti
mozkovych tkani nebo kolonii bakterii (¢lanek [14]).]

Samotny pojem celularniho automatu byl zaveden von Neu-

mannem Vv souvislosti s jinou zajimavou otazkou — sebe-
reprodukci automatu. Tuto otazku rozebereme poné€kud
podrobnéji.

Kazdodenni zkusenost uéi, Ze stroje produkuji vyrobky jedno-
dussi, nez jsou ony samy. Nedovedeme si dost dobfe pifedstavit,
jak by mél vypadat stroj, ktery by byl schopen vyrobit kopii
sebe sama. Proto vzbudil zaslouZenou pozornost nejen von Neu-
mannlv vysledek, podle kterého existence takového stroje je
z matematického hlediska v principu moZna, ale i jeho popis
takového stroje.

Projdéme si zakladni myslenkové postupy, které vedly k na-
vrhu sebereprodukujiciho automatu.

Vhodnym nastrojem jsou zde pravé celularni automaty, které
mohou hrat roli Zivotniho prostiedi, uvnitf kterého automaty
utvofené z ,Zivych“ buné&k (tzn. konfigurace) mohou transfor-
movat své okoli a vytvafet objekty stejné povahy, jako jsou ony
samy. Je proto mozné vyjit od pojmu sebereprodukujici konfi-
gurace. Jestlize celularni automat zahaji ¢innost s jistou konfigu-
raci [viz obr. 55a)], ktera se postupné vyviji tak, Ze po né&jaké
dobé prejde do konfigurace, jez je zdvojenim plivodni konfigu-
race [viz obr. 55b)], potom plivodni konfiguraci nazveme sebe-
reprodukujici.

Sestrojit n&jaky celularni automat, na némz by bylo moZné
vytvoftit sebereprodukujici konfiguraci, neni problém. Sami snadno

burtky
v klidovem
stavu

@) 1)} Obr. 55
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navrhnete celularni automat se strukturou napf. podle obr. 52a),
ktery by z konfigurace sestavajici z jediné aktivni buiiky ve stavu g
pieSel po nékolika okamzZicich do konfigurace tvofené dvéma
aktivnimi buiikami ve stavu g oddélenymi jednou buiikou v kli-
dovém stavu. Buiiky tohoto automatu by navic mohly mit velmi
komplikovanou strukturu automatu o mnoha tisicich stavech,
tak¥e bychom zdanlivé ziskali sebereprodukci libovolné slozitych
automatd.

To by ovsem byl pouze formalni trik, ktery by se vyhnul hlav-
nimu problému, o ktery jde v pracech zabyvajicich se seberepro-
dukci automatu. Problém spociva ve vytvoreni komplikovaného

——

)
-

b)

—-—

©
) U U
K’ - K! K
@ O &

a4

Obr. 56
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automatu (s moZnostmi univerzalniho pocitace) nadaného schop-
nosti sebereprodukce, a to pomoci bun€¢k o nevelkém poctu
vnitfnich stavi a malém okoli. V praci [29] byl takovy automat
vytvofen z bun€k o 29 stavech a Ctyfprvkovém okoli — struk-
tura automatu podle obr. 52b), a v knize [6] automat s toutéz
strukturou a okolim a dokonce s buiikami o 8 stavech.

Pfitom se postupuje nasledujicim zptisobem. Zakladnim tkolem
je najit konfiguraci K, ktera je schopna podle planu zkonstruovat
kazdou konfiguraci z jisté tftidy . To znamena: najit jisté ko-
dovani (op&t pomoci konfiguraci) konfiguraci z %" a konfiguraci K
tak, aby po spojeni K s libovolnym kdédem p vytvofila konfigu-
raci K, jejimz kodem je p [viz obr. 56a)].

Podstatné je vytvorit konfiguraci K, ktera by konstruovala tak
Sirokou tfidu S, aby zahrnovala i samotnou konfiguraci K.
Jestlize pak ptipojime ke K jeji vlastni kod k, vytvofi svou vlastni
kopii [viz obr. 56b)].

Jelikoz X" potiebuje k vytvofeni své kopie je§té informaci k,
kter4 se do nové vytvofen¢ K nepienese, neni zatim seberepro-
dukce dokonala. Proto nesta¢i nalézt uvedenou konfiguraci K,
ale je tfeba sestrojit K', ktera prt; viechny konfigurace z /" na
zakladg jejich planu p vytvofi K, a pfipoji k nému kopii p [viz
obr. 56¢)].

Jestlize se K' podafi navrhnout tak, aby patfila do A", jsme
hotovi. Sta¢i ke K’ pfipojit jeji vlastni plan k' a K’ vytvoii kopii
K'is planem k'.

Je dokonce mozZné rozsifit K', pokud to nenarusi ¢innost K,
a vznikla konfigurace stale jesté patii do J¢. Byva proto napt.
moZné rozsifit K’ o dalsi usek U, ktery je schopen pracovat jako
univerzalni Turingliv stroj a neru$i se vzajemné s K'. Jestlize
takto vznikla konfigurace A ma kod a, dostaneme po jeho pfi-
pojeni k A sebereprodukujici univerzalni stroj [viz obr. 56d)].
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REJSTRIK SYMBOLU

e 21

F 22

i) 223

I() 243

id 12

k() 215

L() 22,65, 72,101,105, 119, 123,
137, 146, 147, 166, 262

£ 125

LL 208

LR 230

Max() 197

Min() 197

N() 167

2() 10

RI() 92

RV() 92

T() 104

¢ 10

[~ 12,34

* 21,75

* 21,75

* 243

[1 12,93,238 239

p

71,166, 210, 262

F* 71,166, 211, 262
75,243

L\ 76,136

Q76

k77

- 118,243

= 10,118

=* 118

| 122,128
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REJSTRIK

abeceda vstupni 18

— zasobnikova 164

adresace nepfima 298

analyza shora 159

— syntakticka 159

— zdola 185

analyzator LL(1) 210, 212

- LL(k) 256

- LR(0) 232

- LR(k) 245

automat celularni 317

— — homogenni izotropni 319

- deterministicky stromovy 304

— — zasobnikovy 170

— dvousmérny koneény 101

— kone¢ny 18

- k-polozkovy 243

— nedeterministicky dvousmérny
kone¢ny 105

— — kone¢ny 63

podilovy 228

redukovany 36

stromovy 304

zasobnikovy 164

zobecnény nedeterministicky

kone¢ny 71

bijekce 12
BNF 122
buitka 317

— aktivni 319

cesta v grafu 13
dekompozice paralelni 52

— sériova 52
délka cesty v grafu 13

— slova 21

derivace 118

— kanonicka 152

— leva 76,153

— prava 76,153
diagram stavovy 19
disjunkce 10

doplnék jazyka 74
dvojice ptechodova 106

e (prazdné slovo) 21

e-krok 165

ekvivalence 10, 12

— automatu 27,40

— stavi koneéného automatu 30
e-pfechod 71

forma Backusova—Naurova 122
— Greibachové normalni 202

— Chomského normalni 187

— leva vétna 216

— prava vétna 222

funkce prechodova 18

— vystupni 45

— znaCkovaci 45

— zobecnéna ptechodova 22

graf 13

gramatika 124

— analyticka 123

— bezkontextova 124

— generativni 119

— jednoducha LL(1) 208
— jednoznatna 157

— kategorialni 137

— kontextova 124

— leva linearni 134
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- gramatika linearni 135
- LL(1) 216
- LL(k) 252
- LR(0) 230
- LR(k) 244
— maticova 142
— nejednoznaéna 157
— nevypousté&jici bezkontextova
126
— operatorova 203
— prava linearni 125
— redukovana bezkontextova 148
— registrova 141
— regularni 125
- silna LL(1) 216
- - LL(k) 253
- typu0 124
--1 124
--2 124
- -3 125
- uspofadana 142
— viceznana 157
hodnota zobrazeni 12
homomorfismus 50, 78
— automatovy 37
— nevypoust&jici 78
hra , Life* 318
hrana grafu 13

charakteristika mnoZiny polozek
240

— polozky 239

— fetézu 238

— symbolu 238

implikace 10

index kone¢ny 23

inkluze 9

inverze jazyka 77

— slova 77

iterace 75

— pozitivni 75
izomorfismus automatovy 37

328

jazyk 21

— bezkontextovy 125

— bezprefixovy deterministicky 172

— deterministicky 171

— Dyckav 205

— generovany gramatikou 119

— — L-systtmem 145

— kontextovy 124

— linearni 135

- LR 299

LR(k) 249

— nejednoznacny 158

— podstatng nejednoznaény 158

— regularni 92, 125

— rekurzivné spodetny 267

— rekurzivni 268

- reprezentovany kategorialni
gramatikou 137

— - regularnim vyrazem 93

— rozhodovany Turinovym strojem
268

— rozpoznavany dvoucestnym
kone¢nym automatem 101

————— s koncovymi znaky 104

- — gramatikou 123

— — kone¢nym automatem 22

— — nedeterministickym kone¢nym
automatem 65

— — Turingovym strojem 268

— — zasobnikovym automatem
koncovym stavem 166

- — — — prazdnym zasobnikem
167

— — zobecnénym nedeterministickym
konednym automatem 72

- typu0 124
--1 124
-=-2 125
--3 125

kategorie 136

— cilova 137

— primitivni 136
kéd stromu 304



konfigurace 319

— sebereprodukujici 320
— Turingova stroje 261

— — — koncova 262

— — — podate¢ni 262
kongruence prava 23
konjunkce 10

konstrukce podmnozinova 65
kofen stromu 13
k-polozka 242

— platna 243
kvantifikator existenéni 11
— obecny 11

kvocient levy 76

— pravy 76

lemma o vkladani 190
list stromu 13
LL(1)-analyzator 210, 212
LL(1)-gramatika 216
— jednoducha 208

- silna 216
LL(k)-analyzator 256
LL(k)-gramatika 252
- silna 253

LR-jazyk 249
LR(0)-gramatika 230
LR(k)-analyzator 245
LR(k)-gramatika 244
LR(k)-jazyk 249
L-systém 145

makrogramatika 140

mnozina 9

- cilova koneéného automatu 18
— podilova 12

- potenéni 10

— prazdna 10

mnoziny disjunktni 10
mocnina jazyka 75

neterminal 119
notace infixova 312
— polska postfixova 313

obor defini¢ni stromového automatu
307

obraz prvku pfi zobrazeni 12

odvozeni . 118

— levée 153

— pravé 153

okoli buitkky 317

operace regularni 92

PCK 284

PKP 273

podmnoZina 9

— vlastni 9

podstrom uréeny vrcholem 303

polozka 222

— platna 223

— aplnad 222

pravidla de Morganova 74

pravidlo pfepisovaci 118

— redukéni 136

prefix 62

problém &asteéné korespondence
284

— Postiv korespondenéni 273

prodlouZeni dvojice 277

produkce 118

proménna 119

prostor stavovy 18

pranik 9

prasek rozkladd 53

pieklad tizeny syntaxi 312

pfepsani levé 153

— pravé 153

pfijimani koncovym stavem 166

— prazdnym zasobnikem 166

,pumping lemma*“ 190

RASP 293

realizace sekvenéniho stroje S0

redukce bezkontextove pramatiky
149

— koncéncho automatu 36

redukt 36

rcelace 11
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relace antisymetricka 11
— ekvivalence 12
— reflexivni 11
— symetricka 11
— tranzitivni 11
rozbor levy 209

— pravy 222
rozdil 9
rozklad 12

— trivialni 53

feseni PCK 284
- PKP 273
fetéz (viz slovo) 21

sebereprodukce automatd 320
situace LL(1)-analyzatoru 210
— — pocateéni 212

— zasobnikového automatu 165
sjednoceni 9

slovo 21
— hrani¢ni 306
— prazdné 21

— pfijimané koneénym automatem
22

— — nedeterministickym kone&nym
automatem 64

— — Turingovym strojem 262

— zasobnikovym automatem 166

soudin jazyka 75

— kartézsky 10

spojeni rozkladd 53

— stroji paralelni 51

— — sériové 51
stav 18

— dosazitelny 28
— inicialni 18

— klidovy 319

- koncovy 18

nedosaZitelny 29

— pocateéni 18

stroj deterministicky zobecnény
sekvenéni 197

— RASP 293
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— sekvenéni Mealyho 45

— — Mooretv 45

— Turingav 261

zobecnény sekvenéni 197
strom 13

— derivacni 155

— ohodnoceny uspotadany 302
— popisujici strukturu 156
stavovy 20

trivialni 13

substituce 77

— nevypoustéjici 77

sufix 62

sv-rozklad 53

symbol pocateéni 119

— zasobnikovy pocate¢ni 164
— vstupni 18

systém korespondenéni 277
— produkéni 118

— prepisovaci 118

tabulka kone¢ného automatu 19
terminal 119

teze Turingova 299

tfida ekvivalence 12

— jazykd abstraktni 201

tvar normovany 39

uspofadani ¢astecné 11

uzavér relace reflexivni a tranzitivni
11

uzavienost via¢i homomorfismu 196

— — inverznimu homomorfismu
196

— — levému kvocientu s regularnimi
jazyky 196

— — pravému kvocientu
s regularnimi jazyky 196

— — priniku s regularnimi jazyky
181

— — substituci 196

véta Kleeneova 96
— Nerodova 23



vlastnost substitu¢ni
13

— stromu vnitfni 13
vyraz regularni

vrchol grafu

vyska strom
vzor 12

u

92
13

53

zapis &isel n-adicky 300

zobrazeni

— deterministické sekvenéni

— identické

12

12

197

inverzni deterministické sekvenéni
197

— — sekven¢ni 197

—na 12

parcialni 12

— prosté 12

— sekvenéni 196

— totalni 12

zfetézeni jazyka 75

- slov 21
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